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§1.1
делени

ТЕМА 1.ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ. 

 ОБЛАСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ЛИНИИ И ПОВЕРХНОСТИ УРОВНЯ. 
Опре е: Множество упорядоченных наборов из n действительных 

чисел  ( )1 2, , , nx x x… , для которых определены линейные комбинации и скалярное 
произведение, называется точечным евклидовым арифметическим n‐мерным 
пространством  n\ , а набо  называются его точками ры )  ( 1 2, , , nx x x…

( )1 2, , , nx x…  или  (

 

x x= )1 2, ,P x x …
ит л ные ч

,x . 
е ь

n

Действ исла  1 2, , , nx x x…  называются координатами точки. 
Точку  ( )0,0, , 0O …  называют началом отсчёта или началом координат. 

Например, рассмотрим множество  1\ . Его точки имеют одну координату и 
могут быть изображены на числовой оси. Расстояние между двумя точками 

1
1x ∈\ и  1

2x ∈\  равно  1 2x xρ = −

ε‐окрестностью точки   является множество точек  , таких, что 

. 
1

0x ∈\ 1x∈\

0x x ε− < . 

Рассмотрим теперь множество  2\ . Его точки имеют две координаты 
( )1 2,x x x=  или  ( )1 2,P x x  и могут быть изображены на плоскости в системе 

координат  1 2X OX . Расстояние между двумя то ками ч ( )1x  и  ( )2x  вычисляется как 

длина отрезка  ( ) )(2 2
1 1 2x x xρ ′ ′′ ′′= − , где 2x′+ − ( ) ( )1

1 2,x x x′ ′= ,  ( ) ( )2x x= . 

ε‐окрестностью точки  0x

1 2,x′′ ′′
2∈\  является множество точек  , таких, 

что

2x∈\

( ) ( )2 20 0x x x x1 1 2 2 ε− + − < , где  ( )1 2,x x  и  ( )0 0 0x = 1 2

Обобщим эти представления. 

,x=x x . 

Определение: Метрикой или расстоянием между двумя точками 
( ) ( )1

1 2, ,..., nx x x x′ ′ ′= ) и   в пространстве  n\  называется число ( ) (2
1 2, ,..., nx x x x′′ ′′ ′′=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2
1 1 2 2 ... nx x x x x x xρ ′ ′′ ′ ′′ ′= − = − + − + + − 2

nx′′ . Или 

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 1 2 2 ... n nP x x x x x x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= − + − + + − ( )1 1 2, ,..., nP x x x′ ′ ′  и  ( )2 1 2, ,..., nP x x x′′ ′′ ′′ ., если   1Pρ =

Определение: ε‐окрестностью точки  0x ∈\  n‐мерного арифметического 

прост во то

n

ранства  n\  называется множест чек  nx∈\ , таких, что  0x x ε− <

Такую окрестность обозначают 

. 

( ) { }0 ,U x 0:x x xε ε= − <  и называют 

шаров  ε. ой окрестностью точки  0x  радиуса

Определение: Если в пространстве  n\  определён закон, по которому 
каждой точке  ( )1 2, , , nP x x x…  некоторой области D этого пространства ставится в 
соответствие единственное действительное значение переменной u, то этот 
закон называется функцией n переменных и обозначается  ( )1 2, ,..., nu f x x x= . 
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 назыв тс бластью
E u=

Множество D ае я о  определения функции, а множество 
й функци

:
( ) ( )1 2 1 2: , , , , , , ,n nu f x x x P x x x D∈ = ∈\ … …  – областью значени и. 

Функция нескольких переменных (ФНП) есть отображение 
{ }

f D→\ , где 
n . D⊂\
Определение: Графиком функции n переменных   называется 

подмноже
: nf →\ \

ство  пространства   ( )Г f 1n+\  та

(
кое, что  

) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
1 2, : , , , ,n

nx y x D f y f x x x x+= ∈ ∈ = =\ … . 

Например, рассмотрим функцию двух переменных  (
Г f

),z f x y= . Её область 
определения D изображается на плоскости XOY. Если в каждой точке D 
построить перпендикуляр к плоскости XOY и отложить на нём направленный 
отрезок длины  ( ),z f x y= , то в пространстве OXYZ получим множество точек 

( )( ), , ,P x y f x y ,к иком функции ( ),z f x y= . оторые являются граф   

Пример 1. Рассмотрим функцию  2 29u x y= − − . 

Рисунок 1 

Областью определения D данной функции является множество точек 
( ),x y  плоско OY, т  что их коордисти X аких, наты удовлетворяют неравенству 

2 29 0x y− − ≥ . Т.е.  ( ) ( ){ }2 2, :D f x y x y= + ≤ . Это точки круга с центром в начале 

коорд

9

нно  функции являе я

}≥

инат. Радиус этого круга равен 3. 
Графиком да й тс  множество точек пространства \ , а 

именно,  ( )  – точки верхней полусферы (см. 

рис. 1

3

( ){ 2 2 2, , : 9, 0Г z x y z x y z z= + + =

). 
Определение: Линией уровня функции  ( ),z f x y= называется множество 

точек на плоско XOY оянное значение
z C . 

сти   , в которых функция сохраняет пост  

Пример 2. Найти и построить линии уровня функции  . 2 2 4 4z x y x= + − +
=
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,x y

Решение: 
Областью определения данной функции является множество точек 

( ) 2∈\ . Условие линий уровня:  z C= .  

Выделив в заданной функции полный квадрат:  ( )2 22z x y= − + , получим, 

что и  ( )2 22x y C− + = . Это уравнения линий уровня, которые могут бы ь

изображены на плоскости XOY как окружности с центром в точке 

т  

( )1 2,0O и 

радиусами  , 0C C ≥ . 

Графиком данной функции в пространстве  3\  является множество точек 
кругового параболоида (см. рис. 2), для которого линии уровня есть проекции на 
плоскость XOY линий его пересечения с плоскостями  z C= . На рис. 3 изображены 
линии уровня, соответствующие  0C = ,  1C = ,  2C =  и  4C = . 

 
Рисунок 2  Рисунок 3. 

При  0С =  получаем точку O  (соответствующая плоскость касается 
повер

2

хности в точке  ( )1 2,0,0O . 

Рассмотрим функцию трёх переменных  ( ), ,u f x y z= . Она является 

отображением D→\ , где  3D⊂\ . 
Определение: Поверхностью уровня функции трёх переменных называется 

множество точек пространства \ , в которых функция сохраняет своё значение. 
Из условия поверхности уровня u C

3

=  следует, что  ( ), , ,f x y z C C= ∈\  Это 
уравнения поверхностей уровня. 
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1. Найт
ющих 
x y= −

=
; 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ К §1.1
 область определ ния и пос  плоскости XOY линии уровня 

ду нкций
и
у

е
: 

троить на
сле ф
а) z ; 
б) 

3 2
2 2z

. 

д) 
x y− ;  г) 

в)  xz ye=
2
1

x
z

y
−

=
+

; 

z xy= ;  ж)  ( )2 1z x y= + . 

е)  ln x
z

y
= ; 

2. Н асть определения и уравнения поверхностей уровня 
дующ ий: 

айти о л
их фун

x y z= + + 4 9y= + +

б
сле кц
а)u ; 
б) u

3 2
2 2 2x y z− + ;  г) =

в)  2z2 2u x ; 
2 2u x y z= +

)

− . 
3. Построить на одном чертеже область  2D⊂\  и линии уровня функции 

. Чему равны, и в какой точке области D достигаются ( ,z f x y= ( )max ,
D

f x y и 

( )min ,
D
f x y

x

D x y

≤⎧
⎪ + ≥⎨
⎪
⎩

? 

а) , 
3

: 2
2 7y x− ≤

( ) 2 2,f x y x y= + ; 
б) 

2 2 20:
2 0

x y
D

x

⎧ + ≤
⎨

+ ≥⎩
,  ( ), 2f x y x y= − . 

 
Ответы: 

1. а)  ( ) ( ){ }2, : ,D , линии уровня – семейство п

  б) 

рямых  ; 3 2 ,x y C C− = ∈\x y x y= ∈\

( ) ( ){ }2, : ,D x y x y= \∈ , линии уровня – гиперболы 
2 2

1x y
C C

 с 

действительной осью OX при C , гиперболы 

− =

>0
2 2

1x y
C C

− + =

 дв р

 с действительной 

Y при е п яосью O мые   0C < ,   0C = ; y x= ±  при

( ) ( ){ }2, : ,  в) D  уровня  y Cex y x y= ∈\ , линии C− ; ,x= ∈\

  г)  ( ) { }{ }, : \ 1D x y x= ∈ −\ , линии уровня , y∈\
( )1

1
C y x

y

⎧ 2+ = −
⎨

≠ −⎩
 – пучок прямых с 

м в тцентро очке ) (2, 1− , кроме  1y = − ; 

  д)  ){( ) ( }2D= ∈\ , линии уровня – гиперболы , : ,x y x y ,xy C C= ∈\  при  0C ≠  и 

е  и 0x = ,  0y =  пр ; 0C =прямы

  е)  ( ) { }{ }, : 0, \x y x y= > ∈\ 0D , линии уровня 
ln
0

Cy x

y

=⎧
⎨

≠⎩
; 

  ж)  ( ) ( ){ }2, : ,D x y x y= \∈ , линии уровня  ( )2 1x y C+ = . 



2. а)  ( ) ( ){ }3, , : , ,D x y z x y z= \∈
= ∈\

, поверхности уровня – множество плоскостей 
. 2 ,x y+ +

  б)  (
z C C

) ( ){ }3, , : , ,D x y z x y z= ∈\ , поверхности уровня  2 2 C2x y z− + =  – 
однополостные гиперболоиды с осью симметрии OY при  , двуполостные 

олои    и кон
0C >

гиперб ус при  0Cды при 0C < = . 
  в)  ( ) ( ){ }3, , :D x y z \ , поверхности уровня , ,x y z= ∈ C2 2 24x y z+ + =  – эллипсоиды 

 и точка  ( )0,0,0O  п0при C > ри  0C = . 

  г)  ( ){ }2 2, , :D x y z= +  – часть пространства  3\ , точки которого находятся 

на параболоиде  2 2z x y= +  и ниже, поверхности уровня  x y ,  0C  – 

x y z≥

z C+ = + ≥

 на оси 

2 2 2

параболоиды с верш OZ, где 

 
6

инами [ )0,z∈ ∞

3.   линии уров    – окружности, 

. 

а) ня 02 2 ,x y C C+ = ≥ ( ) ( )min , 1,1 2f x y f= = , 

; ( ) ( )max , 3,5 34f x y f= =

Рису 4.

б) я  м C
н

   линии уровн – пря ы
ок   

е  2x y− = , 
( ) ( )min , 2,4 10f x y f= − = − ( ) ( )max , 2, 4 10f x y f= − =  

Рисунок 5. 



 

§ КЦИИ1.2. ПРЕДЕЛ, НЕПРЕРЫВНОСТЬ, ТОЧКИ И ЛИНИИ РАЗРЫВА ФУН  НЕСКОЛЬКИХ 

ПЕРЕМЕННЫХ. 
Определение: Число   называется пределом функции  ( )А f x при стремлении 

x к x0, если для любого  0ε >  существует такое  ( ) 0δ ε > , что для всех 

( )1 2, , ,x x x x= … , удовлетворяющих условию n
00 x x δ< − < , выполняется 

неравенство  ( ) εf x A− < . 

Или иначе: Число А азывается пределом фун ции  ( ) н к f x  при стремлении x 

к x0, если для любого  0ε >  существует такое  ( ) 0δ ε > , что для любого  ( )0 ,x U x δ∈ �  

функция  ( ) ( ),f x U A ε∈  
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( )
0

lim
x x

A f x ( ) ( ) ( ) ( )00 0: , ,
def

x U x f x U Aε δ ε δ ε∀ > ∃ > ∈ ⇒ ∈�  
→

= =

Определение:  ( ( ) ( ) ( ))
0

0lim 0 0: ,
def

x x
f x x U x f xε δ ε δ ε

→
= ∀ > ∃ > ∈ ⇒ >� . =∞

Определение: Точка  x =∞  называется бесконечно удалённой, если её 
окрестностью является множество точек x таких, что  x r> , где r – сколь угодно 

большое действительное положительное число. Т.е.  ( ) { },U r :x x r∞ = >  – 

вешно  с уса. сть n‐мерной сферы коль угодно большого ради
Определение: Число А называется пределом ФНП  ( )f x при  x→∞ , если для 

любого  0ε > найдётся действительное число  ( )r ε такое, что для всех точек x, 

таких что  x r> , выполняется неравенство  ( )f x A ε− < . 

Рассмотри   и ро  вычисления пределов ФНП. м несколько в

. Вычислить 

пр ме

0
0

sinlim
x
y

xy
xy→

→

. Пример 3

Решение: 

При непосредственной подстановке получаем неопределённость типа  [ ]
[ ]
0
0
. 

В результате замены  xy t=  предел функции двух переменных преобразуется в 

известный предел функции одной переменной, а именно 
0

sinlim 1
t

t
t→

= . 

Ответ: 1. 

. Вычислить 
0
0

lim
x
y

x y
x y→

→

+
−

 Пример 4

Решение: 



При непосредственной подстановке получаем неопределённость типа  [ ]
[ ]
0

ест
0
. 

Заметим, что если этот предел сущ вует, то он не должен зависеть от того, как 
точка  ( ),P x y стремится к точ  ке ( )0,0O . Вычислим этот предел при условии, что 

точка
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  ( ),P x y  с я ктремитс   ( )0,0O  вд  ооль и OX, т. е. при  0с y = . 

Тогда 
0 0 0
0 0

lim lim lim 1
x x x
y y

x y x y x→ → →
→ =

= = =
− −

 

Теперь вычислим этот предел при условии, что точка 

x y x y x+ +

( ),P x y  стремится к 

ь си OY, т. е. при ( )  вдол0,0O  о 0x = . 

Тогда 
0 0 0
0 0

lim lim lim 1
x x y
y y

x y x y y→ = →
→ →

= = = −
− − −

 

Оказалось, результат зависит от направления подхода точки 

x y x y y+ +

( ),P x y  к 

( ) . 
Ответ: пре ён

0,0O

ел . дел не опред

. Вычислить 
3 3

2 20
0

lim
x
y

x y
x y→

→

−
+

 Пример 5

Решение: 

Непосредственная подстановка даёт неопределённость типа  [ ]
[ ]
0
0
. 

Вычислим этот предел при стремлении точки  ( ),P x y  к  (  вдоль оси OX и 
вдоль оси OY

)
. 

0,0O

3 3 3

2 2 20 0 0
0

lim lim lim 0
x x x
y

x y x
x

x y x→ → →
=

−
= =

+
=  

3 3 3

2 2 20 0 0
0

lim lim lim 0.
x y y
y

y
x y y= → →

→

= = − =
+

 

То, что эти пределы совпали, не гарантирует существования предела, так 
как необходимо учесть все возможные направления стремления точ  

x y y− −

ки ( ),P x  к 

( )0,0O . Рассмотрим множество прямых, проходящих через точку  (0,0O  и

вычислим данный пр ел при ус то то  

y

)  

ед ловии, ч чка ( ),P x y  стре ится к м ( )0,0O  по 

любой из них. Тогда 
3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 20 0 0
0

1lim lim lim 0
1x x x

y
y kx

x y x k x k
x

x y x k x k→ → →
→
=

⎛ ⎞− − −
= = ⋅⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

=  при любом 

значении k. 
Ответ: 0. 

Пример 6. Вычислить 
3

2 40
0

lim
x
y

x xy

y x→
→

−

+
. 



Решение: 
При непосредственной подстановке  0x = ,  0y =  получим 

неопределённость типа  [ ]
[ ]
0
0
. 

3

2 40 0
0

lim lim 0
x x
y

x xy
x

y x→ →
=

−
= =

+
 

3

2 40 0
0

lim lim
0x y

y
yy x= →

→

= = ⎢ ⎥⎣ ⎦+
. 

Вычислим данный предел при условии стремления точки 

0 0x xy− ⎡ ⎤

( ),P x y  к точке 

 любой пар оле (0,0O  ) по аб : 2y kx=

 
9

( ) ( )
2

20
lim
x
y kx y→
= +

Ответ: 0. 

33

4 2 2 20 0

1 1
lim lim 0

1 1x x

x k x kx xy

x x k k→ →

− −−
= = =

+ +
 

. Вычислить 
2 20

2lim
3x

0

x y

y x→
. +

Пример 7
+→y

Решение: 
При непосредственной подстановке  0x = ,  0y =  получим 

неопределённость типа  [ ]
[ ]
0
0
. Если предел существует, то он не зависит от способа 

стремления x и y к нулю. Положим  y kx= , т. е. будем приближаться к точке О по 
различным прямым. 

( )
( )

2

2 2 2 2 2 20 0 0

2

3 3 0
3

y kx при x
k

=

1 2
0

1 22 2 3lim lim lim
1 23x x x

k
при x

x kx y x kx k
ky x k x x x k→ → →

⎡ +
→+⎢++ + +⎢= = =

⎢ ++ + + − →−
+

Ответ: Так как результаты при  и   не совпадают, предел не 
пределён. 

. 
⎢
⎣

0x→+ 0x→−
о
 

Определение: Функция  ( )u f x=  называется непрерывной в точке  , если 

она оп

0x

ределена в этой точке, существует ( )
0

lim
x x

f x
→

 и  ( ) ( )0

0lim
x x

f x f x
→

= . 

Определение: Функция  ( )u f x=  называется непрерывной в области, если 
она непрерывна в каждой точке этой области. 

Определение: Точкой разрыва функции  ( )u f x=  называется внутренняя 
или граничная точка области определения ФНП, в которой нарушено хотя бы 
одно из условий непрерывности. 



Если точки разрыва образуют линию, то она называется линией разрыва. 
Если точки разр  наыва образуют поверхность, то она зывается поверхностью 
разрыва. 
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Пример 8. ои скости XOY точки разрыва функции  Найти и постр ть на пло

2 1s
2

xπ ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

1
1co cos
2

z
xπ

=
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

а там, где

. 

Решение: 

Данная функция не определен   2 21 1cos cos 0
2 2

x yπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= . 

2 2

1 1cos 0
2 2 21 1cos cos 0

2 2 1 1cos 0
2 2 2

x x k
x k

x y
y n

y y n

ππ π π
π π

ππ π π

⎧ ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪ =⎧⎪ ⎝ ⎠ ⎪ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + = ⇒ ⇒ ⇒⎨ ⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ =⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎩⎪ ⎪+ = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎩

⎨ . 

Рисунок 4 

Ответ: Точки разрыва ФНП  ( ),P k n , где  ,k n∈Z  (см. рис. 4). 



 
ТЕМА 2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 

§2.1. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ПЕРВОГО .  ПОРЯДКА

Определение: Частным приращением функции  ( 1 2, ,..., nu f x x x )=  в точке 

о перем ной   с шагом ( )1 2, ,..., nx x x x=  п ен kx kxΔ  называется разность 

( ) ( )1 2 1 2, , ..., , ..., , , ..., , ...,k k n k nf x x x x x f x x x x+ Δ − . kuΔ =

Определение: Частной производной функции  ( )1 ,u f x 2 ,..., nx x=  в точке x по 

независимой переменной   называется конечный предел kx 0
lim
k

k

x
k

u
xΔ →

Δ
Δ

, если он 

существует. 

Частная производная обозначается 
kx
u∂

∂
 или  ( )1 2, , ...,

kx nf x x x′ . Частные 

производные вычисляются по формулам и правилам дифференцирования 
функции одной переменной в предположении, что все переменные, кроме  , 
являются постоя

kx

нными. 
П имер 9. Найти частные производные первого порядка от функции р

ln tg
y
. 

: 

x
z =

Решение

Найдём  z
x
∂
∂
 в предположении, что  y const= , а  z

y
∂
∂
 в предположении, что 

x const= . 

2

1 1 1 2
2tg cos sin

z
x x x
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x y y
y

∂
= ⋅ ⋅ =

∂
y y

;  2
2 2

1 1 2
2

z x x
x x xy y

⎛ ⎞∂
= ⋅ ⋅ − = −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠tg cos siny

y y y

Для функции 

 

( ),z f x y=  частные производные  z
x
∂
∂
 и  z

y
∂
∂
 имеют следующий 

геометрический смысл: если через точку  0M  построить плоскость I X1OZ1, 
параллельную плоскости XOZ, то она пересечёт поверхность, соответствующую 

( ),z f x y= , по некоторой кривой  Il . Производная 
z
x
∂
∂
, вычисленная в точке M , 

равна угловому коэффициен й, построенной в то  
линии пересечения  Il .  ( )0 1 tgx xf x k

0

ту к тельн чке к этой
, y

аса о   0M  

0 α′ = = . Аналогично  ( )0 0 2, ty yf x y k gα′ = =  – в 

плоскости, параллельной YOZ (см. рис. 6). 



рисунок 6 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕ Я К .1. 

1. Для данных функций двух переменных вычислить 

НИ  §2
z
x
∂
∂
 и  z

y
∂
∂
 в указанных 

чках: то

  очке а)  arcz x y y тarcsin sin x= −  в 1 3;
2 2

M
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

б)  y xz x y= −  в точке  ( )2;2M . 

2. Для следующих функций трёх переменных вычислить  u
x
∂
∂
, u
y
∂
∂
 и  u

z
∂
∂
 в 

указанных точках: 

)  ln
ln
x

u
y

= −
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а z ) в точке    б) ( 2; ;1M e e 2 2
x y
z zu = −  в точке  ( )2;1;1M  

 

Ответы: 

1. а) 
2

arcsin 1
31

xz y
M

y

x
′ = − =

−

π
− , 

2
arcsin 1

61
y

M

x
z x

y

π′ = − = −  
−

  б)  1 ln 4 4ln2y x
x M
z yx y y−′ = − = − ,  1ln 4ln2 4y x

y M
z x x xy −′ = − = −  

2. а)  2

1 1
ln 2
ln 1
ln 4

1

M

M

u
x x x e

u x
y y y e

u
z

∂
= =

∂

∂
= − = −

∂

∂
= −

∂

2   б) 

2 2

12 ln2 4ln2

12 ln2 2ln2

2 ln2 2 ln2 6ln2

x
z

M

y
z

M

x y
z z

M

u
x z

u
y z

u x y
z z z

∂
= ⋅ ⋅ =

∂

∂
= − ⋅ ⋅ = −

∂

∂
= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = −

∂
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 ФНП

 

§2.2 Ч ДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. 
Рассмотрим ( )1 2, ,..., nu f x x x= , которая имеет частные 

производные

АСТНЫЕ ПРОИЗВО

 

, 1,
i

f
i n

x
∂

=
∂

 во всех точках  x D∈ . Эти производные в свою очередь 

есть н екоовые ФНП, определённые в н торой области  1D .  

Определение: Если функция 
i

f
x
∂
∂

 имеет частную производную по 

переменной  jx , то эт  производная называется производной второго порядка 

функц  по переменны   ix  и  jx . 

а

)xии  ( 1 2, ,u f x x= м..., n

Обозначение: 
2

2 i ix x
i i i

f f
f

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
x x x

′′= =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
; 

2

i jx xfx x x x
′′= =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. 

j i i j

Аналогично определяются производные более высокого порядка. 

f f⎛ ⎞ ∂∂ ∂

Определение: Частная производная по любой переменной от частной 
производной ФНП (k­1)‐порядка называется производной k‐ого порядка. 

Определение: Частная производная высшего по ядка, вычисленная
разным переменным, называется смешанной. 

Смешанная производная k‐ого порядка в точке P функции, которая 
непрерывна в окрестности этой точки вместе со своими частными 
произ
дифф

р  по 

водными до k‐ого порядка включительно, не зависит от порядка 
еренцирования. 
В частности, если функция  ( ),z f x y=  непрерывна вместе со своими 

частными произво  в рого порядка включительно в окрестности 

точки  ( , то 

дными до то

),x y
2 2z z
x y y x

=
∂ ∂ ∂

0. Для функции 

∂ ∂
∂

. 

cos yz
x

=  убедиться, что  . xy yxz z′′ ′′=Пример 1

Решение: 

2 2sin sinz y y y
x x x x
∂ ⎛ ⎞= − ⋅ − =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

y
x
 

1 sinz y
y x
∂

= −
∂ x

 

2

2 2 3
1sin sin cosz z y y y y

x y y x y x x x x x x
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

y  

2

2 3
1 1sin sin cosz z y y y y

x x x x xx x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞− = +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 
y x x y

= =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
Следовательно,  xy yxz z′′ ′′= . 
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ДА

 

ЗА ЧИ ОЯТЕ НОГО Р ШЕНИЯ К §2.2.  ДЛЯ САМОСТ ЛЬ Е

1. Для функции  sin xz
y

= вычислить 
3

3

z  и 
3

; 
x
∂
∂ 2

z
x y
∂
∂ ∂

2. Для функции  вычислить 
2 2 2x y zu e + +=

3u
x y z
∂

∂ ∂ ∂
 и 

3

2

u
x y
∂
∂ ∂

. 

Отве ыт : 

1. 
3

3 3
1 cosz x

x y
∂

= −
∂

 
y

 
3 2

2 3 4 5
2 4cos sin cosz x x x x

x y y y y y y y
∂

= − −
∂ ∂

x  

2. 
2 2 2

3

8 x y zu
xyze

x y z
+ +∂

=
∂ ∂ ∂

 

  ( ) 2 2 2
3

2
2 4 1 2 x y zu

y x e
x y

+ +∂
= +

∂ ∂
 



 

§2.3. МАТРИЦА ГЕССЕ. 
Определение: Матрицей Гессе для функции  ( )1 2, ,..., nu f x x x=  называется 

квадратная матрица порядка n n× , составленная из производных второго 
порядка с зомледующим обра : 

2 2 2

2
1 2 11

2 2 2

2
2 1 22

2 2 2
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H

  1 2

...
n

n n nx x x x x⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
.к. смешанные производные равны, матрица является симметрической. 

Об использовании матрицы Гессе речь пойдёт позже. 

...

...

... ... ... ...

n

n

u u u
x x x xx

u u u
x x x xx

u u u

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟

= ∂ ∂ ∂ ∂∂⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂

⎛ ⎞
⎜ ⎟

  (1) 

Т

 

§2.4. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ. 
Определение: Полным приращением функции  )2, ,..., nu f x x( 1x=  в точке x, 

соответствующим приращениям аргументов 1xΔ , 2xΔ , … , nxΔ  называется 
разность  ( ) ( )1 1 2 1 2, , ,..., nu f x x x x x x xΔ = +Δ +Δ . 2 ,..., n nx x f+Δ −

Определение: Функция  ( )1 2, ,..., nu f x x x= , определённая в некоторой 

окрестности точки ( )1 , ,..P x x  называется дифференцируемой в ней, если 

существуют такие числа i

2 ., nx

A , 1,i n=  что  в этой точке полное приращение функции 
может быть представлено в виде  ( )1 1 2 2 ...u A x A x n nA x o ρΔ = ⋅Δ + ⋅Δ + , где, + ⋅Δ +

( )o ρ  – бесконечно малая более высокого порядка, чем 
2 2 2
1 2 nx xΔ + + Δ… . x xρ = Δ = Δ +

Теорема: (Необходимое условие дифференцируемости функции в точке). 
Если функция  ( )1 2, ,..., nu f x x x=  определена и дифференцируема в точке 

( )1 2, ,..., nP x x x , то она в этой точке непрерывна и имеет в ней конечные частные 

производные, причём  i
i P

A
x

=
∂

, u∂ 1,i n= . 

Теорема: (Достаточное условие дифференцируемости функции в точке). 
Если функция  ( )1 2, ,..., nu f x x x=  определена и  имеет частные производные по 

всем переменным в некоторой окрестности точки  ( )1 2, ,..., nP x x x ,и эти 
производные непрерывны в самой точке, то функция в ней является 
дифференцируемой. 



Определение: Дифференциалом первого порядка функции  ( )1 2,u f x x=  
называется главная часть полного приращения этой функции, линейная 
относ

,..., nx

ительно приращений аргументов, т. е.  1 1 2 2 ... n ndu A x A x A x= ⋅Δ + ⋅Δ + + ⋅Δ . 
Дифференциалы независимых переменных совпадают с их приращениями, 

т. е.  1 1x x= Δ ,  2 2dx x= Δ , … ,  n ndx xd = Δ . 

Если функция дифференцируема в точке P, то числа  ( )1
1

u
A P

x
∂

=
∂

, 
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( )
2

2
u

A P
x

, … , ∂
=
∂

( )n
n

u
A P

x
=
∂

. 

Тогда дифференциал ФНП: 

∂

1 2
1 2

dx dx
x x

+ +
∂ ∂

…  

В частности

(2) n
n

u u u
du dx

x
∂ ∂ ∂

= +
∂

, для  ( ),z f x y= : 

z z
dz dx

x∂ ∂

Для  : 

dy
y

∂ ∂
= +   (

)

3) 

( , ,u f x y z=

u u u
du dx dy dz

x y z
+ +

∂ ∂ ∂
 

Правила дифференцирования: 

(4) ∂ ∂ ∂
=

( ) 0d C =   ( )d u v du dv+ = +  
( )d Cu Cdu=   ( )d uv udv vdu= +  

 
2 , 0udv

d v
v
−⎛ u vdu

v
⎞ = ≠⎜

⎝
 

Для дифференцируемой в точке ФНП 

⎟
⎠

( )u f x=  её полное приращение 

( )f df o ρΔ = + . Тогда с точностью до бесконечно малой более высокого порядка 
относительно приращений аргументов (или ρ) верно следующее приближённое 
равенство:  f dfΔ ≈ . Это можно использовать для приближённых вычислений 
начений ФНП.  з
 

Пример 11. Используя дифференциал функции двух переменных, 
вычислить приближённо число  . 2,981,06

Решение: 
Будем считать, что искомое число есть значение ф кции ун yz x=  в точке М с 

координатами  1,0x =  и  86 2,9y = . В соседней точке  ( )0 1;3M  значение функции 

легко вычисляется:  ( )0 0, 1f x y = . 

01,06 1 0,6x x x= = + Δ = +  

02,98 3 0,02y y y= = + Δ = −  



Таким образом, при переходе из точки   в точку M координаты получают 
приращения 

0M

0,6xΔ = ,  0,02yΔ = − . 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , 0 , 
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f f x x y y f x y dz x y ρΔ = +Δ +Δ − = + 2 2x yρ = Δ + Δ . Отсюда 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0, ,0,x f x y dz x y≈ +

ислим 

x y y+ Δ +Δ

Выч

.  (*) 

( )0 0,dz x y : 

f

( ) ( ) 1, , lny y
x ydz f x y d f x y dy yx dx x xdy−′ ′= + = + dx x, x = Δ

1;3dz

П с вив

,  . dy y=Δ

) 0,18= . 

од та   (
(

)1,3dz )
1,06

 и   в (*), получим ответ: (1,3f
2,98 1 0,18 1,18≈ + = . 
Определение: Дифференциалом второго порядка функции  ( )1 2u f  

называется дифференциал от её дифференциала 1‐го порядка, 
рассматриваемого как функция от  ,x x x  при фиксированных значениях  , 

, …

, ,..., nx x x=

,..., n1 2 1dx

2dx  ,  ndx . Обозначается  ( )2d u d du= . 

Дифференциал n­ого порядка:  ( )( )1nnd u d d u−= . 

Имеет место символическая формула, которая формально раскрывается по 
биномиальному закону: 

1
1 2

dx dx dx
x x⎜ ∂ ∂⎝

Например, для 

2 ...
m

m
n

n

u u
x

⎞∂ ∂ ∂
+ + ⎟∂ ⎠

  (5) d
⎛

= +

( ),z f x y= : 
2 2 2 2

2 2
2 2z z z

d z dx dy z dx dxdy dy
x y x yx

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠

2
2 ;
y∂

  (6) 

3 3 3 3 3
3 3 2 2

23y z x dx d dxdy
y y

= + +⎟ ∂ ∂ ∂⎠
2.Найти   для функции   в точке 

3
3 2 33z z z z

d z dx d d y dy
x y x x x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎜ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝

2

 

2d u 2u x yz= ( )1,1,1М . Пример 1

Решение: 
2

2d u dx dy dz u
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

=  

2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2dx dy dz dxdy dxdz dydz
x y x z y zy z

+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠
 

Выч яем се частные п вод е второ о порядка в точке М: 

2

u u u u u u
x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=
∂

гисл  в роиз ны
22u

xyz
x
∂

=
∂

      2 2u
x z

y
∂

=
∂

      22u
x yz

x
∂

=
∂

 

2
2

2 2 2
M

u
yz

x
∂

= =
∂

   
2

2 0u
y
∂

=
∂

     
2

2
2 2 2

M

u
yx

z
∂

= =
∂

 



Ответ:  ( )2 2 21,1,1 2 2 4 8 4d u dx dz dxdy dxdz dydz= + + + + . 
Замечание: Дифференциал второго порядка представляет собой 

квадратичную форму  ( )1 2, ,..., nF x x xΔ Δ Δ , переменными которой являются 
приращения аргументов, а матрицей – матрица Гессе для функции 

(

 
19

)1 2, ,...,x x x= n , поэтому его можно записать так: 

, где H – матрица Гессе,   – матрица‐столбец: 

u f
2 Td u x x= Δ ΔH xΔ

1

2

n

x

x
x

x

Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ⎜ ⎟Δ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

#
,  ( )

2 2 2

2
2 1 11

12 2 2

22 2
1 2 1 2 22

2 2 2

1 2

...
n

n n nx x x x x⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
Рассмотрим пример вычисления частных производных ФНП с 

использованием е

...

...

... ... ... ...

n

n n

n

u u u
x x x xx

x
u u u

x
x x x x x x xx

x
u u u

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂⎜ ⎟ Δ⎛ ⎞⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= Δ Δ Δ ⋅ ⋅∂ ∂ ∂ ∂∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠

⎜ ⎟∂ ∂ ∂

"
#

⎛ ⎞
⎜ ⎟

d u  

ё полного дифференциала. 

3. Вычислить частные производные функции  arctg xyuПример 1
z

Решение: 
Используя формулу для дифференциала функции трёх переменных (4), 

вычисл , примен

. =

им яя правила дифференцирования:  du
( )

2 2 2

1 1arctg
1 1

zd xy xydzxy xy
du d d

z z zxy xy
z z

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=  

( )
2 2 2 2 2

1

1

z ydx xdy xydz zydx xzdy xydz
z z xxy y

+ − + −
= =

+⎛ ⎞+ ⎜

 

z ⎟
⎝ ⎠
Сгруппировав выражения при dx , dy  и  ,сравним результат с формулой 

(4). Из сравнения следует, что: 
dz

2 2 2x x y+
; u zy

=
z

∂
∂ 2 2 2y z x y

=
∂ +

; u xz∂
2 2 2z z x y

u xy∂ −
=

∂ +
. 

Таким образом, как дифференциал функции можно вычислить, зная 
частные производные, так и частные производные можно получить из 
выражения дифференциала. 
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ан ен

 

ЗАДАЧИ ДЛ АМОСТОЯТЕЛ НОГО РЕШЕН   .
ля д ых функций двух ерем ных вычислить    : 

Я С Ь

 п
И §2.4  Я К

 и1. Д н dz 2d z

а)  2 2z x y= ;  б)  ( )cos xz e y= ;  в)  y xz x y= + . 
2. Для следующих функций, заменив приращение функции дифференциалом, 

при ённ ч  з  фу кции, если: 

z x

найти  о, на какую вели ину изменится начение н

очк

ближ

= еа) для  in y  в тarcs   1 ;1
2⎜ ⎟

⎝ ⎠
, x увеличи  на ть 1

2 , а y – на M⎛ ⎞ 1
10 ; 

б) для  2 yz x=  в точке  ( )1;2M  x уменьшить на  12  , а y увеличить на  810 ; 
3.  ит бл

а)

Вы ь при нчисл ижё но: 
16,02
3

б)  0,99arctg
1,03

. 
,95

;   

Ответы: 
1. 

,   2 22 2dz xy dx x ydy= + 2 2 2 22 8 2d z y dx xydxdy x dx= + +а) 

б) 

2

( ) ( )sin sinx x x xdz ye ye dx e ye dy= − − , 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2 2

2 2

cos sin sin cos

cos

x x x x x x x x

x x

d z y e ye ye ye d x e ye ye ye dxdy

e ye d y

⎡ ⎤ ⎡= − − + − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦
⎤− ⎦

)

 
⎡+ ⎣

в)  ( ) (1 1ln lny x x ydz yx y y dx xy x x dy− −= + + + , 

( )( ) ( )
( )(+

2. 
)

2 2 2 2 1 1 1 1

2 2 2

ln 1 ln ln

1

x y y x x y

x

y y y y x dx x y xy y yx x dxdy

x x x x y dy

− − − − −

−

= + − + + + + +

+ −lny

d z
 

а)  1 1
2 2

z ⎛ +⎜
⎝

1 11 3,1
10 6 30

π⎞+ ≈ −⎟
⎠

  б)  11
2

z ⎛
8,2 1
10

⎞− + ≈ −⎟
⎠

⎜
⎝

б) 0,7654 

 

3
 
.  а) 2,0138 



 

§2.5. НАХОЖДЕНИЕ ФУНКЦИИ ПО ЕЁ ПО ФЕРЕНЦИАЛУ

Рассмотрим функцию двух переменных 
ЛНОМУ ДИФ . 

( ),z f x y= . Её полный 

дифф н еренциал (см. (3)) раве z z
dz dx dy

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

. 

Если дано выражение  ( ) ( ), ,P x y dx Q x y dy+ , то оно по своей структуре 
похоже на дифф торой  нкции 
действительно ии неко м.  

еренциал неко фу двух переменных. И 
, при выполнен торых условий, оно является таковы

Теорема: Если функции  ( ),P x y  и  ( ),Q x y  и их частные производные 
определены и непрерывны в некоторой области D, то выражение 
( ) ( ), ,P x y dx Q x y dy+  является полным дифференциалом функции  ( ),z x y  тогда и 

только тогда, когда выполняется следующее условие: 
P Q
y x∂

  (

Если условия теоремы выполнены и 

∂ ∂
=

∂
7) 

( ) ( ) ( ),P x y dx , ,Q x y dy dz x y+ = , то 

функцию  ( ),z x y  можно найти с . 

Из сравнения выражения 

ледующим образом

( ) ( ), ,P x y dx Q x y dy+  и формулы (3) для dz  
следует, что: 

( )
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( )

,

,

z
y

x
z
y

∂
∂⎪

⎨∂⎪ =
⎪∂⎩

P x⎧ =⎪

Q x y

Чтобы найти  (

 

),z x y , возьмём любое уравнение этой системы и 
проинтегрируем обе его части по соответствующей переменной. Другая 
переменная при этом будет играть роль константы, поэтому к полученной 
первообразной прибавим функцию, зависящую от этой переменной. Например, 
взяв первое уравнение системы, получим: 
( ) ( ) ( ) ( ), y P= ∫ , ,x y dx P x y yϕ∗= + . 

(
z x

)yϕ  играет роль константы относительно переменной интегрирования x. 

Для нахождения  ( )yϕ  найденную функцию  ( ),z x y  подставляем во второе 
уравнение исходной системы: 

( ) ( )( )∂
∂

( )P
y

, ,x y y Q x yϕ∗ + =  

Отсюда находим сначала  ( )yϕ′ , а затем, интегрируя по y, саму функцию 

( ) ( )y y Cϕ =Φ + . И, наконец, собираем искомую функцию 

( ) ( ) ( ), ,z x y P x y Ф y C∗= + + . 
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Пример 14. Проверить, является ли выражение 

( ) ( )2 23x y+ +  полным дифференциалом некоторой функции и 

найти

3 2 sindx xy y dy+ +

 её. 
Решение: 

Проверим, выполнено ли условие  P
y

Q
x

∂ ∂
=

∂ ∂
 (см. (7)): 

( ) 2 2, 3 3 2P
P x y x y y

y
∂

= + + ⇒ =
∂

 

( ),Q x y 2 sin 2Q
xy y y

x
∂

= + ⇒ =
∂

 

Условие (7) выполняется, следовательно, это выражение является полным 
дифференциалом некоторой функции  ( ),z x y . Для отыскания   имеем 
систем

( ,z x y)
у: 
2 23 3

2 sinxy y+

ен я по x , получаем: 

z
x y

x
z
y

∂
+

∂⎪
⎨∂⎪ =
⎪∂⎩

Интегрируя обе части первого уравн

 

⎧ = +⎪

и
( ) ( ) ( )2 2 3 23 3x y dx x y yϕ= + + = + +∫ . 

Подстав

, 3z x y x x+

ляем найденную  (

 

),z x y  во второе уравнение исходной системы: 

( )( )3 2 3 2 sinx y x x y xy y
y

ϕ∂
+ + + = +

∂
 ⇒

( ) ( )2 2 sin sinxy y xy y y yϕ ϕ′ ′+ = + ⇒ = ⇒

cosy y y Cϕ + . 

 

( ) sin dy= = −∫
И собираем  ( ) 3 2, 3 cosy x y x x y C= + + − + . z x

Ответ получен. 
Аналогично решается задача для выражения, связывающего функции трёх 

переменных: 
( ) ( ) ( ), y

нциалом функци

, , , , ,z dx Q x y z dy R x y z dz+ +  
Необходимые и достаточные условия того, что оно является полным 

диффере и

P x

 трёх переменных выглядят следующим образом: 

; ;
z y
=

∂ ∂
 

тся ли выражение 
(

(8) P Q P R Q R
y x z x

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂

Пример 15. Проверить, являе

∂ ∂

) ( ) ( )22 1yz x dx xz dy+ + +  полным дифференциалом некоторой 

функции и найти её. 

3xy z dz+ −



Решение: 
Проверим, выполняются ли соответствующие условия (8): 

( )
( )
( )

( )
2

;
, 2
, 1 ; , , :
, 3
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;x x
z y z y
= = ⇒ = ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎭

Из сравнения данного выражения с полным дифференциалом функции 

P Q P Q
z z

y x y x
P x y yz x

P R P R
Q x y xz y z u x y z du Pdx Qdy Rdz

z x z x
R x y xy z Q R Q R

∂ ∂ ∂ ∂ ⎫= = ⇒ = ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎪⎧ = +
∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= + ⇒ = = ⇒ = ⇒∃ = + +⎨ ⎬
∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= −⎩ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎪

 

u u u
du dx dy dz

x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

 следует, что: 

( )

( )

( ) 2, , 3R x y z xy z
z

−⎪
∂⎩

Из первого уравнения находим 

, , 2

, , 1

u u
P x y z yz x

x x
u u

Q x y z xz
y y

u u
z

⎧ ⎧∂ ∂
= = +⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪

∂ ∂⎪ ⎪= ⇒ = +⎨ ⎨∂ ∂⎪ ⎪
⎪ ⎪∂ ∂

= =⎪
∂⎩

 

( ), ,u x y z , интегрируя обе его части по 
переменной x, роль константы при этом играют   и z: y

( ) ( ) ( )2, 2 ,u
z dx yz x dx yzx x y z

x
ϕ∂

= = + = + +
∂∫ ∫  

Подставляе ию во второе уравнение системы: 

, y

м найденную ункц

u x

 ф

( )( )2 , 1yzx x y z xz
y

ϕ∂
+ + = + ⇒

∂
 

( ) )( ( ) ( ), 1 , 1 ,y z xz z y z dy y zϕ ψ′ ′+ = ⇒ = = +zx yϕ ϕ+ = ⇒ ∫  

дставляе  По м )( ,y zϕ  в найденное выше выражение  : ( ), ,u x y z

( ) ( )2,z yzx x y zψ= + + +  

Затем подставляем доопределённую функцию 

,u x y

( ), ,u x y z  в третье уравнение 
системы: 

( )( ) ( ) ( )2 2 23 3yzx x 23z xy z xy z xy z z z
z

ψ ψ ψ′ ′+ + + = − ⇒ + = − ⇒ = − ⇒y
∂
∂

3z C( )zψ = − +  

Окончательно получаем ответ:  ( ) 2 3, ,u x y z yzx x y z C= + + − + . 
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оторых функц  

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ К §2.5. 
Убедиться, что данные выражения представляют собой дифференциалы 

к ий, и найти эти фу кции: не н

1. ( ) 1
2

12 ln
cos

x xx y y dx xy dy
y

−⎛ ⎞
+ + +⎜

⎝
⎟
⎠

; 

) ( )sin2 tg 2 cos2 lncos 2y y x dx x y x y dy+ + + +2. ( ; 

3. ( ) ( )
2

2 2

2
x

yz xy dx xz yz dy xy y z dz
⎛ ⎞

− + − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

4.  2 dx
x

− +

Ответы: 

2 2

1 1 1y z x
dy dz

z x yy z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

g

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

1.  ( ) 2, txz x y x y y C= + + + ; 

2.  ( ) 2, sin2 lncosz x y x y y x y C= + + + ; 

( ) 2 2 21 1, ,
2 2

u x y z xyz x y y z C= − + + ; 3. 

4.  ( ), , y z x
u x y z C

x y z
= + + + . 

 



 

§2.6. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СЛОЖНЫХ ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 
Теорема: Если функции  ( ) , 1,n  дифференцируемы в точке  , в 

ко ( )0t , а ФНП 
i ix x t i= =

торой 0
i ix x=

0t

  ( )1 2, ,..u f x x=  – дифференцируема в точке 

(
., nx

)0 0 0 0
1 2, ,..., nx x x x= , то сложная функция  ( ) ( ) ( )( )1 2, ,u f x t x t x=  

дифференцируема в точке t  и ее пр

..., n t

0 оизводная равна: 
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1 2

1 2

f dx f dx f dx
dt

∂ ∂ ∂... n

nx dt x dt x dt
⋅ + ⋅ + + ⋅

∂ ∂ ∂
 

Чтобы составить формулу для вычисления производной от сложно 
задан симости 
задан .  

(9) du
=

ной функции, полезно предварительно нарисовать схему зави
кции от в еременн гной фун сех п ых. По ней ле ко прослеживаются все связи

Рассмотрим несколько вариантов задания сложной функции. 
1. Если  ( ),z f x y= , где  ( )y ϕ= x ,  то функция z имеет непосредственно две 

частные производные  ( ),x

z
f x y′

x
=

∂
 и ∂ ( ,y )z

f x y
y
∂ ′=
∂

. А если учесть то, что  ( )y xϕ= , 

то z, к x ную ную  dz . ак функция одной переменной  , имеет пол  производ

Чтобы составить формулу для вычисления 

dx
dz
dx

, построим 

схему  от своих перем зависимости z енных.   

По этой схеме  dz ∂ ∂z
dx x

= +
∂

. Здесь учтены все варианты зависимости 

ункц

z dy
y dx
⋅

∂
ф
 

ии z от переменной x. 

Замечание: Обратите внимание чения производных.  на обозна
z
x
∂
∂
 – частная производная функции  ( ),z f= x y , которая вычисляется при 

усл ии,ов  что y не меняется; 

 и dz
dx

dy
dx

 – пол е от ные произв дны функций, зависящих от одной переменной x. о

2. Пусть  ( )1 2, ,..., nu f x x x= , где  ( )1 2, ,..., , 1,i i mx t t t i nϕ= =  

Схема зависимости и формулы для вычисления частных производных 
j

u
t
∂
∂

 

выглядят так: 
u 

1x   2x   …    nx  



1t   2t   …  jt   …  nt
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1 2

1 2

... ,n
j j j n j

x xu u u u
t x t x t x t

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
x∂   1,j m=  

6. Найти частные производные от функции  ( )2 2 3,z f x y y= + . 
 

Пример 1

Решение:
кц я z сложно задана, и её можно представить так: 

 
Фун и   ( ),z f u v= , где 

2 2u x y= + ;  . 
 
Строим схему зависимости функции z от всех переменных и по 

ней со д

3v y=

ставляем формулы для нахож ения  z
x
∂
∂
 и  z

y
∂
∂
. 

По схеме видим, что функция z зависит от переменной x, которая   
связана только с u. 

Как бы от z к x можно попасть только по одному «пути», сделав два «шага» 
от z к u и от  к x.  u
z z u
x u x

∂
⋅

∂ ∂ ∂
, ∂ ∂

= ( ) 2z ,uf u v x
x
∂ ′= ⋅
∂

; 

По схеме от z к y можно попасть или через u, сделав два «шага», или через v, 
сделав тоже два «шага». 
z z u z dv
y

∂ ∂
= ⋅ + ⋅
∂u y v dy∂ ∂

, ∂ ∂
∂

( ) ( ) 2z , 2 , 3u vf u v y f u v y
y∂

Обратите внимание на обозначение производных. 

∂ ′ ′+ ⋅ . = ⋅

dv
dy

 – полная 

производная от  ( )v v y= , т.к. v зависит от одной переменой y. 
При вычислении производных высших порядков следует помнить, что 

любая частная производная зависит от тех же переменных, что и данная 
функция, причём по той же схеме. 

Пример 17. Убедиться, что функция  2 y
z x y

x
ϕ⎛ ⎞= + ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 удовлетворяет 

уравнению 
2 2

2 2z z
x
x∂

y x
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
. 

Решение: 

Для сложной функции  y
x

ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 введём переменную t так, что ⎛ ⎞ ( )y
t

x
ϕ ϕ=⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ⎛ ⎞

y
t

x
= . Если z удовлетворяет данному уравнению, то подстановка её частных 

производных в это уравнение приведёт его к тождественному равенству. 



Построим схему зависимости функции  ( )tϕ  от переменных, и, 

составив формулу для вычисления  z
x
∂
∂
, найдём эту производную: 

 

( )( ) ( )
2

22z t
y

x
∂ ∂

= ⋅
∂

2 2 y y
x y t x t x

x x x x
ϕ ϕ ϕ∂ ⎛ ⎞′ ′+ ⋅ = + = − ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

 

 Схема зависимости ( )tϕ′  от переменных выглядит аналогично. 
Тогда (см. схему):   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 3
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2 2x∂

т.к. 

2 3 3 4

2 22 2 2z y y y y y
x t t t t t

x xx x x x x
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′′= − = + − = + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
, 

( )( ) ( ) ( ) 2

d t t y
t t

x dt x x

ϕ
ϕ ϕ

′∂ ∂ ⎛ ⎞′ ′′= ⋅ = ⋅ −⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2 3

2 22z z y y y y y
x t t t t

2

t
y x y yx x x x x

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ′ ′ ′ ′ ′′= = − = − − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, ∂ ∂
x y∂ ∂

т.к.  ( )( ) ( ) ( ) 1d t t
t t

y dt y x⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕ
ϕ ϕ

′∂ ∂ ⎛ ⎞′ ′′= ⋅ = ⋅
∂ ∂

Подставляем 

. 

2

2

z
x
∂
∂

, 
2z
x y
∂
∂ ∂

 в уравнение: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 3

2 3 2 3

2 22 2y y y y
x t t t t

x x x x
ϕ ϕ ϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛
′ ′′ ′ ′′+ + + − −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠
x

⎞
=⎟

⎠
 

2 2
⎝

1 1x⇒ ≡  
Что и требов

x =

z x=

алось доказать. 
Пример 18. Вычислить производные первого и второго порядка функции 

sin x  в точке  . 
2
π

Решение: 

=x

Можно решить задачу следующим образом: 
Обозначим  siny x= . Тогда  yz x=  – функция двух переменных, которая 

имеет две частные производные  z  и  z . 
x
∂
∂

∂
y∂

. 

 

Строим схему зависимости z от x и y и вычисляем  dz
dx

От z к x есть два «пути», по первому из которых делаем один «шаг», а по 
второму – два. 
dz
dx

= +
∂ ∂
z z dy
x y dx
∂ ∂

⋅  

1 ln cosy ydz
yx x x x

dx
−= + ⋅ ,  1

2
dz
dx

π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 



dz
dx

 – новая функция двух переменных, зависящая от них по подобной 

схеме. Составляем по этой схеме формулу для вычисления производной второго 
порядка: 

2

2

d z dz dz dy
x dx y dx dxdx
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=  

( ) ( )2 1 1 1 21 ln cos ln sin ln ln cos cosy y y y y yy y x yx x x x x x x yx x x x x− − − −= − + ⋅ − ⋅ + + + ⋅ ⋅ x  
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2

2 ln
2 2 2

d z
dx

π π π⎛ ⎞ =⎜
⎝

⎟
⎠

Ответ: 

. 

1
2

dz
dx

π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
2

2 ln
2 2

d z
dx 2

π π π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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НТНОСТЬ

 

§2.7. ИНВАРИА  П ДИФФЕРЕНЦИАЛ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ.  ЕРВОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛА. 
В § 2.4 мы получили для функции  ( )1 2, , , nu f x x x= …  следующее выражение 

её полного дифференциала (см. (2)): 

1 2
1 2

n
n

f f f∂ ∂ ∂

енных.

du =
∂

dx dx dx
x x x

+ + +
∂ ∂

…  

Эта форма записи сохраняется и в случае, если  1 2, , nx x x…  являются не 

только независимыми переменными, но и функциями некоторых других 
незав х перем  исимы

Если  ( )1 2, , , nu f x x x= …  – сложная функция, где  ( )1 2, , , , 1,i i mx x t t t i n… , то = =

1 2
1 2

x x x∂ ∂ ∂ , 1,i i i
i m

m

dx dt dt dt i n
t t t

= + + + =
∂ ∂ ∂

… . Подставив все   в выражение полного 

дифференциала du , получим после преобразования 

idx

1 2 m
1 2

f

m

f f∂ ∂ ∂
+

По

du =
∂

dt dt dt
t t t

+ +
∂ ∂

… . 

Т.е. выражение du  имеет тот же вид, что исходное. 
лный дифференциал ФНП не зависит от того, являются ли переменные 

, 1,ix i n=  независимыми или зависят от других переменных. (Свойство 
инвариантности полного дифференциала относительно переменных.) 

Дифференциал высшего порядка не обладает свойством инвариантности. 
Так, нап  рассмотрим   для функции ример, 2d z ( ),z f x y= , где  ( )1 2, , , mx x t t t= …  и 

( )1 2, , , my y t t t= … . 

( )2d z d dy
y

= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

Здесь   и dy  зависят от t, поэтому: 

z z
dz d dx

x
⎛ ⎞∂ ∂

= +

dx x= Δ y=Δ

( ) ( )2 z z z z
d z d dx d dx d dy d dy

x x y y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2 2
2 2 2 2 2

2 22dx dxdy dy d x d y
x y x yx y

+ + + +
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

Получили вы

(10) z z z z z
d z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

ражение, отличающееся от выражения второго 
дифференциала, в случае независимых переменных x и y. 

Пример 19. Найти дифференциалы первого и второго порядка сложной 
функц ,ии  ( , где  xyξ = ;  x yη = + . )u f ξ η=

Решение: 
Вычислим   следующим образом: du
f f

du d dξ η
ξ η
∂ ∂

= +
∂ ∂

, 



где d dx
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d
y
y

x
ξ ξξ ∂ ∂

= +
∂∂

 и d dx dy
x y
η ηη ∂ ∂

= +
∂ ∂

 (см.(3)). 

Тогда  ( ) ( )f f f f f f
xd

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
du ydx y dx dy y dx x dy

ξ η ξ η ξ η
= + + + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Можно вычислить   иначе, пользуясь свойством инвариантности: 

. 

f f
du dx dy

x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

, 

du

где  ( ),f f f
x x

ξ η
x

ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂∂

 и  ( ),f f f
y y

ξ η
y

ξ η
ξ

∂
η

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Тогда  1du y
ξ η

= + ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
даю
d

1f f f f
dx x dy

ξ η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
Результаты совпа т. 
Для вычисления  2u  используем ранее полученное выражение для   в 

случае, когда 

 (см. (10)). 

2d z

( ),x y= , z f ( )1 2,x x t t=  и  ( )1 2,y y t t= . 

Тогда 
2 2 2

2 2 2 2
2 22f f f f f

d u d d d d d d2ξ ξ η η ξ η
ξ η ξ ηξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
, 

где  2 2 2 22d dx dy ydx xdy d y dx xydxdy x dy
x y

2ξ ξξ ξ∂ ∂
= + = + ⇒ = + +
∂ ∂

 

2 2 2d dx dy dx dy d dx dxdy dy
x y

2η ηη ξ∂ ∂
= + = + ⇒ = + +
∂ ∂

  

  ( )2 2d d ydx x y dxdy xdyξ η = + + +  

 
2 2 2

2 2 2
2 2 2d dx dxdy dy dxdy

x yx y
ξ ξ ξξ ∂ ∂ ∂

= + + =
∂ ∂∂ ∂

 

 
2 2 2

2 2 2
2 2 0dx dxdy dy

x yx y
η = + + =

∂ ∂∂ ∂
 

Подс им ответ: 

d
η η η∂ ∂ ∂

тавив всё это в выражение для   и преобразовав, получ2d u

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 22 2f f f f f f

d u y y dx xy x y dxdy
ξ η ξ ηξ η ξ η

⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + +⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

⎞
+⎟

⎠
 

2 2 2
2 2f f f f
x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+⎜

е производные функции

2 22 2 .x dy dxdy
ξ η ξξ η

+ + +⎟∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠
 

Нетрудно убедиться в том, что выражение в скобках есть соответствующие 
частны   ( ),u f ξ η=  по переменным x и y, и 

2 2 2
2 2 2

2 22 2d
x yx y ξ∂ ∂ ∂∂ ∂

 отличается от выражения   для 

функции двух независимых переменных на слагаемое 

f f f f
u dx dxdy dy dxdy

∂ ∂ ∂ ∂
= + + + 2d u

2 f
dxdy

ξ
∂
∂

. 
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f xy yz

f t

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ К §2.7. 

и полный ифференциал  для следующих сложных функций: 
 
1. Найт  д

;   а)  ,u =

, ; 
( )

  б) u=  t( ) xyz=

  в)  ( )zu xy= ,  3 3x t t= + ,  tgy t= ,  z t= . 
с ед х функц и производные указанного порядка: 2. Для  ующи а

  а) 

л ий н йт
3

2x z∂ ∂
u∂ , если  ; ;x y

u f
y z

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

  б) 
2

2

z
x∂
∂ , 

2z
x y∂

, если  2 2 22 ; yz x y f x y
x

⎛ ⎞= + ⋅ + ;∂
∂ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

  в) 

 

z
x
 и ∂

∂
dz
dx

, если  arctg xz
y

= , где  ( )y xϕ= . 

Ответы: 
1

 

. а)  , t y . 1t xy= 2 z=

1 1 2 2

  б) 

f f f f
ydx x z dy ydz

t t t t

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

; du

df df df
du yzdx xzdy xydz

dt dt dt
= + + ; 

  в)  ( )1 2 1
2s

2. а) 

13 1 ln
co

z z z zy zx t x zy z xy dt
t

− −⎛ ⎞= ⋅ + + ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

du . 

3 2 3

2

f
2 3 4

2u f y
z z zξ η

,  y
z

η = ; 
x ξ η

∂
= +

∂ ∂∂ ∂ ∂
, ∂ ∂

∂
x
y

ξ =

  б)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
3 42 4 , 4 , 8 , 8 , 2 ,xx u v uu uv vv

y y
z yf u v f u v x yf u v f u v f u v

xx x
′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= + + + − +

3y , 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2

2
2 24 , 4 , 8 , 4 4 , 2 ,xy u v uu uv vv

y y
z xf u v f u v xy f u v y f u v f u v

x x

⎛ ⎞
′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= − + + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
3

y
x

; 

  в)  2 2

z y
x x y
∂

=
∂ +

,  ( )2 2 2 2

dz y x
x

dx x y x y
ϕ′= − ⋅

+ +
. 
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ирования сложных

§2.8. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВЫРАЖЕНИЯХ. 
Знания, полученные при изучении теории функций нескольких 

переменных, можно применять для решения задач из других областей высшей 
математики. В частности, для решения дифференциальных уравнений. 
Грамотно используя замену переменных, можно получить уравнение, вид или 
решение которого представляются более простым, нежели исходного. 

При замене переменных в дифференциальных выражениях производные, 
входящие в них, необходимо выразить через производные по новым 
переменным, поль нц .  зуясь правилами диффере  функций

Пример 20. Преобразовать уравнение 
2 2

2 4 2z z z
x
x y yx

∂ ∂ ∂ 0+ + =
∂ ∂ ∂∂

, приняв 

а новые переменные. 2u x y− , v x=  з=
Решение: 
Выразим производные функции z, входящие в данное уравнение, 

через производные этой функции, рассматривая её как сложную 
функц

 
ию  ( ),z z u v= , где  ( ),u u x y= ,  ( )v v x=  (см. схему). 

Используя формулы для вычисления производных сложной функции 
z z u z v
x u x v x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 и  z z u
y u y
∂ ∂ ∂

= ⋅
∂ ∂ ∂

, получаем  2z z z
x

x u v
∂ ∂ ∂

= ⋅ +
∂ ∂ ∂

 и  z z
y u
∂ ∂

= −
∂ ∂

. 

Производные второго порядка вычисляем подобным образом, учитывая, что 

производные  z
u
∂
∂
 и  z

v
∂
∂
 – сложные функции, зависящие от своих переменных так 

же, как исходная функция z (см. схему). 
2 2 2 2

2
2 2 22 2 2 4 4z z z u z z v z z z z

x x x x
u u v x v v v x u u v ux u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + = ⋅ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 z

v∂
 

2 2

22x
y x y u u x v u dx u vu

= − ⋅ + − ⋅ = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

Подставим полученные выражения в исходное уравнение и после 
упрощ

z z z u z dv z z⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞=
∂ ∂

олучим новое у авнение. ения п р

Ответ: 
2 2

2
2 24 0z z

v
u v
∂ ∂

− =
∂ ∂

. 

Прим 1. (задание для самопроверк  
3 ,  2 2 , преобразовать уравнение 

ер 2 и) Переходя к новым переменным
u x= v x y= − ( )3 2 2 2 22 0xx xy yy yy z xy z x yz x y z′′ ′′ ′′ ′+ + + + = , 

, 0x ≠ 0y ≠

 

. 
Решение: 
Необходимо выразить производные, входящие в уравнение, через 

производные функции  ( ),z u v . 



1. Составьте схему зависимости функции z и её производных 
первого порядка от всех перемен х

2. Вычислите производные 
ны . 
xz′ ,  yz′  и сравните свои результаты со 

следующими: 
23 2x u v

2v vz y z′= − ⋅  
3. Пользуясь схемой, вычислите производные второго порядка и сравните 

свои 
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z z x z x′ ′ ′= ⋅ ⋅

результаты со следующими: 
2z+ +

z

z′′ =

ля
x r

y r

 +
′

4 3 29 12 4 6xx uu uv vv u vz x z z x x z xz′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′= + ⋅  +

 26 4xy uv vvz x yz xy′′ ′′ ′′= − −
2 2yy vv vy z z′′ ′−  

тавьте вычи енные производные в исходное уравнение и 
упростите его. 

4

4. Подс сл

твет: uz . О 2 0uu uz

 
С учётом того, что большинство дифференциальных уравнений 

описывают реальные физические процессы, часто помогает переход к другой 
системе координат. Например, переход от декартовых координат к полярным. 
Рассмотрим этот переход подробнее. 

′′ ′+ =

Д  начала вспомним, что 
cos
sin

ϕ
ϕ

=
⎨ =⎩

ис рен ав

  (

Выч лим диффе циалы обеих частей ур нений данной системы: 

*) ⎧

( ) (
( )

)
( ) sin cossin sin sin dy dr r dd r dy dr rd

cos cos cos cos sindx d r dx dr rd dx dr r d

dy

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ

⇒ ⇒⎨ ⎨ = += + ⎩⎪⎩ ⎩
 

Теперь сначала умножим первое уравнение полученной системы на cos

⎧ ⎧= = + = −⎧⎪ ⎪
⎨

=⎪
ϕ , 

а второе умножим на sinϕ  и  жим эти уравнения: сло
2

2

cos cos cos sin
sin sin sin cos

cos sindx dy dr

dx dr r d

dy dr r d

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

⎪
⎨

= +⎪⎩
ϕ ϕ+ =

 

Далее, умножим первое уравнение полученной системы на 

⎧ = −
+

sinϕ− , а второе 
умножим на cosϕ  и ожим эти уравнения:  сл

2

2

sin sin cos sin
cos cos sin cos

sin cosdx dy r d

dx dr r d

dy dr r d

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

− = − +⎪
⎨

= +⎪⎩

⎧
+

ϕ ϕ ϕ− + =

Система станет выглядеть так: 

 



cos sin
sin cos

dx dy
r r
ϕ ϕ

− +
⎩

Если считать переменные φ и r функциями переменных x и y, то их 
дифференциалы можно записать по формулам следующим 

образом:

dr dx dy

d

ϕ ϕ

ϕ

= +⎧
⎪
⎨

=⎪
  (::) 

r r
dr dx dy

x y

d dx dy
x y

ϕ⎪ = +
⎪ ∂ ∂⎩

С оставив ве последние системы, нетрудно заметить, что 

ϕ ϕ

∂ ∂
∂⎪

⎨ ∂ ∂

оп  д

⎧ = +⎪ ∂
 

cos ; sin

sin cos;
r y r

r r
x y

x

ϕ ϕ
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ϕ ϕ ϕ ϕ

∂ ∂⎧ = =⎪∂ ∂⎪
⎨∂ ∂⎪ =
⎪ ∂⎩

− =
∂

Разберём пр

  (**) 

остой пример. 
Пример 22. Преобразовать к полярным координатам следующее 

выражение:  z z
x
x y∂

y+
∂

∂ ∂ . 

Решение: 

Если рассматривать z как функцию  ( ),z r φ , где 
cos
sin

x r

y r

ϕ
ϕ

=⎧
⎨ =⎩

, то 

z z r z
x r x x

ϕ
ϕ

⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

; ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂
z z r z
y r y y

ϕ
ϕ

= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

Подставим (*) и (**)в исходное выражение: 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

sin coscos cos cos sin sin sinz z z z z z
x y r r r r
x y r r r r

z
r
r

ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = ⋅ + ⋅ − + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂

=
∂

=
 

Ответ:  z z z
x y r
x y r
+ =

∂ ∂ ∂
. В результате перехода к полярным координатам 

оличество производных в выражении сократилось. 

∂ ∂ ∂

к
 



 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ К §2.8. 

1. Перейти к полярным координатам в условиях Коши‐Римана 

u v
x y

v
x

∂ ∂⎧ =⎪∂ ∂⎪
⎨∂ ∂⎪ = −
⎪∂ ∂⎩

u
y

, где 

( ),u u x y= ,  ( ),v v x y= ; 

2. Преобразовать уравнение 
2 2 2

6 3
2 22z z z

y y y
x y xx y

23 z∂ ∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂∂ ∂ ∂
, переходя к новым 

переменным  41
4

u x y= + , v y= . 

бед н му уравнению: 3. У овлетв о

а) 

иться, что функция уд оряет дан
2 2 2

2 2
2 22 0z z z

x xy y
x yx y

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂∂
=
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∂
, если  x

z x
y

ϕ⎛ ⎞
= ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 

б)  2

1 1z z
x

z
y

∂ ∂
∂ ∂x y y

+ = , если  ( )2 2z y x yϕ= ⋅ − . 

Ответы: 

1. 

u v

v u

ρ
ρ ϕ

ρ
ρ ϕ

∂ ∂⎧ =⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ = −
⎪ ∂ ∂⎩

; 

2. 
2

2 0z
v
∂

=
∂

. 
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§2.9. МА А 

 

Т ИЦ ЯР КОБИ. 
Пусть функции  ( )1 2, , ,i nu f x x x= … ,  1,i k=  зависят от n переме

непрерывны и дифференцируемы по ним. Введём векторы 

нных, 

( )1 2, , , ku u u u= …  и 

( )1 2, , , kx x…

Функция 

x . x=

( )u f x=  называется вектор‐функцией векторного аргумента. 

Матрицей Якоби для неё называется матрица, элементами которой являются 
частные производные от координат вектора u  по координатам вектора  x : 

( )
( )

1 1 1

1 2

2 2 2
1 2

1 2
1 2

1

n n

x x2

, , ,
, , ,

n

k
n

n

n

n k n

u u u
x x x

u u u
u u uu x x x
x x xx

u u u
x

×

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂
∂∂ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂= = ⎜ ⎟∂∂ ⎜ ⎟

⎜ ⎟
∂ ∂ ∂

∂

…

……
…

… … … …

…

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

В частности, при k = 1 

  (11) 

( )1 2, , , nu f x x x= …  – скалярная ФНП и для неё матрица 

Якоби 
( )1 2, , , n nx x x xx 1 2 1 n

u u u u u
x x

×

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∂

"

м

∂ ∂
= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠…

 – матрица‐строка, (это 

функции  – с . градиент   u тему 4). 
При n = 1  ( )i iu f x= ,  1,i = k  – вектор‐функция одной переменной и для неё 

матрица Якоби  ( )
( )

1

2
1 2 1 2

1

1kdx ×⎝ ⎠
ец. 
Если векторам   и   поставить в соответствие матрицы‐столбцы 

(

, , , T
k k

k

k

du
dx
du

u u uu du du du
dx

x dx dx dxx

du

×

⎜ ⎟
⎜ ⎟∂∂ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = = ⎜ ⎟∂∂ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

…
…

#

⎛ ⎞
⎜ ⎟

 – матрица‐

столб
u
G

x
G

)1
T

u u u…  и 2 k ( )1 2 n

о записать некоторые формулы. 
Дифференциал вектор‐функции векторного аргумента. 

T
x x x… , то с помощью матрицы Якоби можно 

кратк

( )
( )

1 2

1 2

, , ,
, , ,

k

n

u u uu ,  (12) du =

где 

dx dx
x x xx

∂
=
∂∂

…
…

∂

( )1 2
T

ku du du du= … ,  ( )1 2
T

ndx dx dx dx= …  
Для сложно заданной вектор‐функции векторного аргумента. 

d



( )u f x= , где  ( )x x t= , а  ( )1 2, , , mt t , имеет место формула для вычисления 

частных производных: 

t t= …
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u u x
t x t
∂ ∂ ∂

= ⋅
∂ ∂ ∂

, 

которую с ью матр би можно записать так: 

 (13) 

 помощ иц Яко
( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

, , , , , , , , ,
, , , , , , , , ,

k k

m n

u u u u u u x x xu
t t t x x x t t tt

∂ ∂ ∂∂
= = ⋅
∂ ∂ ∂∂

… … …
… … …

n

m

⇒  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1

1 2 1m nk m× 2

m n m

m n

k k k k k k

k n

u u u u u u x x x
t t t x x x t t t

u u u u u u x
t t t x x x t

u u u u u u
t t t x x x

×

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

… … …

… …

… … … … … … … …

… …⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

2

1 2

m

n n n

m n m

x x
t t

x x x
t t t

×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

…

… … … …

…

 

 
Пример 23. Для функции  3 2u x y z= , где  cos sinx t1 2t= + 1 2n co,  si sy t t−

=

= , 

ть значения частных производных 1t  вычисли ,   при  . 1 2 0t t= =tgz
1t
u∂

∂ 2t
u∂

Решение: 
Рассмотрим следующую вектор‐функцию uG  

∂

ве ркто ‐ар умента г . xG

[ ] ( )3 2u u x y z= = ,  ( ) ( )1 2 1 2 1, , cos sin , sin cos , tgx x y z t t t t t= = + − ,  ( )1 2,t=t t , 

( )
1 2 0

1, 1,0
t t= =

= − . 

Для вычисления производных используем формулу (13): 

0x x=

u u
t x
∂ ∂ ∂

= ⋅
∂ ∂ ∂

x
t
, или 

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 2 1 2

, ,
, , , ,
u u x y z

t t x y z t t

∂ ∂ ∂
= ⋅ ⇒

∂ ∂ ∂

1 2

1 2 1 2

1 2

x x
t t

u u u u u y y
t t x y z t t

z z
t t

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

Вычислим частные производные: 



( )
1 2

2 2 3 3 2
1 2

1 2

2
1

sin cos
3 2 cos sin

1 0
cos

t t
u u

x y z x yz x y t t
t t

t

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂

= ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

При   получае1 2 0t t= = м: 

( )

( ) ( )
2 0,0

0 1
0 0 1 1 0 1 0

1 0

u u
t t

⎛ ⎞
⎛ ⎞∂ ∂ ⎜ ⎟= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 
1⎝ ⎠

Ответ: 
1 0

1u
t
∂

=
∂

, 
2 0

0
t

= . 

Пример 24. Найти выражения дифференциалов функций   и 

u∂
∂

1
yu x= 2u xy= , 

где  2t=  и  ln  при t = 1. =y
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x

Решение: 
t

Обозначим  ( )1 2,u u u= ,  ( ),x x y= . 
Дифференц нкции uG  можно в оы муле (12): числить по ф риал фу

( )
( )

1 2

1 2, , ,
k

n

dx dx
x x xx

=
∂ …

 или 
, , ,u u uu

du
∂

=
∂

… ( )∂

( )
( )1 2

,
du dt

x y dt
= ⋅
∂

. 

Запишем эту формулу в матричном виде и вычислим все производные: 

, ,u u d x y∂

1 1
1

1

2 2 2

x y
⎝⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

Подставляя 

2ln
1

y y

u u dx
tu x y yx x xdt dt dt

u u u dy y x
t

dt

−

∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎛ ⎞

 

( )1 1x = ,  ( )1 0y = , получим: 

1

2 1
0

t

t
d

=

= ⎜
⎝

Ответ: 

0 0 2 0 0
1 1 1

du
d dt

du t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⋅ = =⎜ ⎟ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 ⎛ ⎞

1 1
0

t
du

=
= ,  2 1t

du dt
=
= . 



 

§2.10. ДИФФЕРЕН ВНО ЗАД Й 

ПЕР

ЦИРОВАНИЕ НЕЯ АННЫХ ФУНКЦИЙ. СЛУЧАЙ ОДНОЙ НЕЗАВИСИМО
ЕМЕННОЙ. 

Теорема: Если функция  ( ),f x y  непрерывна вместе со своими частными 

произ ми в окрестности товодны чки ( )0 0,x y , в которой  ( )0 0, 0f x y = , а 

( )0 0, 0yf x y′ ≠ , то уравнение  ( ), 0f x y =  определяет в окрестности этой точки 

однозначную непрерывную функцию  ( )y y x= , которая имеет в точке конечную 
производную: 

(
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( )

)
( )

0 0

0

, 0x y

0

0

,
,

x

y

f x y

f x

′
−

′
dy
dx y

=  

Функция  ( )y y x= , задаваемая уравнением  ( ),f x y 0= , называется неявно 
заданной. 

Случай не  незаскольких еременных. 
Теорема: Если ФНП  (

висимых п

)1 2, , , ,nf x x x y…  определена и непрерывна вместе со 
своими частными производными по всем переменным в окрестности некоторой 
точки ( )0 0 0 0

1 2, , , ,nx x x y… 1n+∈\ , в которой  ( )0 0 0 0
1 2, , , , 0nf x x x y =… , а 

0f x , то в окрестности этой точки уравнение ( 0 0 0 0
1 2, , , , )y nx x y′ ≠…

( )1 2, , , , 0  определяет однозначную непрерывную ФНП nf x x x y =…

( )1 2, , , ny y x x x= … , и эта функция имеет конечные частные производные:  

( )
( )0

0 0

0 0

,

,
x

i x

i

y

f x yy
x f x y

= −
′

, 
′∂

∂
1i =

В частности, если  (

,n  

), , 0f x y z =  задаёт неявную функцию  ( ),z z= , то её 
частные про одные могут ь йдены следующим образом: 

x y

изв  быт  на

( ) ( )
( ) ( )

, ,, ,
, ,

yx ,
, ,z z

f x y zf x y zz z
x f x y z

′′
=

∂

)
f x y z y

− = −
′ ′∂

  (14) 

 этих формулах 

∂ ∂

( , ,f x y z  рассматривается как функция трёх переменных. В
 
Пример 25. Функция z задана неявно уравнением  ( )2 2 , 0F x y yz x− − = . 

Найти  z
x
∂
∂
 и  z

y
∂
∂
. 

Решение: 
Левая часть уравнения является сложной функцией переменных x, y, z. 

Обозначим  = , 2 2x y u z x v− = . Тогда  ( ),F u v− y 0= . Воспользуемся формулами 

x

z

Fz
x F

′∂
= −

′∂
,  y

z

Fz
y F

′∂
= −

′∂
. 



Для нахождения ча н

Вычислим  ,   и 

ст ых производных построим схему 
зависимости F от переменных u. 

xF ′ yF ′ zF ′ : 
 

( ) ( ), 2 ,u v

F F u F v
F u v x F u v

x u x v x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

( ) ( ), 2 ,u v

F F u F v
F u v y zF u v

y u y v y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= ⋅ + ⋅ = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

( ),vyF u v
v z

′=
∂ ∂

 

Подставляя полученные производные в формулы для 

F F v
z
∂ ∂ ∂

= ⋅
∂

z
x
∂
∂
 и  z

y
∂
∂
, получим 

ответ. 
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Ответ:  ( ) ( )
( )

, 2 ,F u v x F u vz ′ ′−∂
,

u v

vx yF u v
= −

′∂
,  ( ) ( )

( )
, 2 ,F u v y zF u vz

,
u v

vy yF u v

′ ′− +∂
= −

′∂
. 

Замечание. Не всегда удобно пользоваться готовыми формулами для 
вычисления частных производных от неявно заданной функции. Возможен 
другой способ их вычисления. Он заключается в том, что берутся частные 
производные от обеих частей уравнения, задающего неявно функцию 
нескольких переменных. Например, если функция z задаётся уравнением 

( ), , 0f x y z = , то находим  z
x
∂
∂
, дифференцируя обе части уравнения по 

переменной x, при этом помним, что z зависит от x и y:  ( )( ), , , 0f x y z x y
x
∂

=
∂

. 

Аналогично для нахождения  z
y
∂
∂
 дифференцируем обе части по переменной y: 

( )( , , , )f x y z x y
y

=
∂

0. 

Пример 26. Функция z задана уравнением 

∂

2 2 2 3x z z y xy+ + = . Вычислить 
значе водной  z  в точке ние произ xy′′ ( )1,1,1M . 

Решение: 
Вычислим частную производную  xz′ , продифференцировав обе части 

уравнения по переменной x, помня, что z является функцией, зависящей от x и y. 

( ) ( )2 2 2 3
xx

x z z y xy ′ ′+ + =  

) ( )2 22 0x xx z zz y y′ ′+ +   (а)

Для вычисления  xyz′′  можно из полученного равенства (а) выразить  xz

2xz + =  (
′  и 

продифференцировать её по y, а можно обе части этого равенства ещё раз 
продифференцировать, но уже по y, не забывая, что z и  xz′  зависят от этой 
переменной. 
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) 0( ( )2 22 2x x yy
xz x z zz y y ′ ′′ ′+ + + =  

( )2 2 2 0xy y x xy xx z z z y zz y zz y′′ ′ ′ ′′ ′+ + + + =   (б) 

Видим, что для вычисления значения 

2 yxz′ +

( )xyz M′′  необходимо знать значения 

xz′  и  yz′  в этой точке. Вернёмся к исходному уравнению и для вычисления  yz′  

продифференцируем обе части по переменной y. 

( ) ( )2 2 3
yy

z y xy
′ ′

+ =  2x z +

Помним, что z зависит от y! 
( )2 22 2 0yzz y z xy′ + + =   (в)

Подставим координаты точки 

 yx z′ +

( )1,1,1M  в (а) и (в) и вычислим значения 
производных первого порядка в этой точке: 

( ) 1x = − ,  ( ) 1yz M′ = −  

Из соотношения (б) теперь получаем значение смешанной производной 
в ог по ядка: 

z M′

тор о  р
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1z M− + ⋅ 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 0xy xyz M′′ ′′⋅ ⋅ + − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ =  

Ответ:  ( ) 1xyz M′′ = − . 

Есть ещё способ нахождения частных производных неявно заданной 
функции, аналогичный представленному выше – с помощью вычисления 
дифференциала о венств дем 
считать равнопра исящим ример: 

беих частей ра а. При этом все переменные бу
вными, не зав и друг от друга. Рассмотрим п

27. Для функции Пример  ( ),z x y , заданной неявно уравнением 

, найти обе частные производные. 4 4 4 4z xy+ =x y+

Вычислим  р

z

Решение: 
пе вый дифференциал обеих частей равенства: 

( ) ( )4d x +

Используя свойства диф еренциала,  о
4x dx

лученного рав нства

4 4 4y z d xyz+ =  

ф лучаем: п
 3 3 34 4 4 4 4y dy z dz yzdx xzdy xydz+ + = + +

Из по  выразим  : е dz
3 3yz x xz y

dz 3 3z
= dx dy

xy z xy
− −

+
− −

 

вая получе ное выраже ие с формулой (3) для  , получим ответ. Сравни н н

Ответ: 
3

3x

yz x
z

z xy
−′ =
−

, 
3

3y

xz y
z

z xy
−′ =
−

. 

dz
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z x y , заданно  не вно, п

x zy a+ + = (

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ К §2.10. 
1. Вычислить в точке M частные производные первого порядка функции 

я дварительно найдя её первый дифференциал. ( ),z = й ре

, а)  z z4 3 3 4 ), ,M a a a− ; 

б)  ( )2 lnz
x y z

y
= + +

+
,  (2x

)1,2,0M − . 

Проверить ответы, вычислив производные по формулам (14). 
2. Для следующих функций  ( ),z z x y=  найти значение производных  xz′ ,  yz′ , 

. 
2 2 0x zx z y+ + + = ; 

xyz′′

а) 
б)  ( )2 2 2y z+ − −1 2lnx xyz= ,  , 0x > 0y > ,  . 0z >

Ответы: 

1. а) 
2

3 3 3
3 3

4 4
, 

2

3 3 3
3 3

4 4y

M

y z
z

z x y
′ = − =

+ +
− ; x

M

x z
z

z x y
′ = −

+ +
= −

  б)  ( ) 5
4xz M′ = − , ( ) 5

4y  z M  

2. а) 

;′ = −

2
2x

x z
z

x z
+′ = −
+

,  1
2yz x z

′ = −
+

, 
( )3
3
2xy

x
z

x z
′′ = −

+
; 

  б) 
( )
( )

2

2

1
1x

z x
z

x z

−
′ =

+
, 

( )
( )

2

2

1
1y

z y
z

y z

−
′ =

+
, 

( )( )( )
( )

2 2 2

32

1 1

1
xy

z x y z
z

xy z

1− − −
′′ =

+
. 
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§2.11. Ф

 

ОРМУЛА ТЕЙЛОРА. 
Если функция  ( )1 2, , ,x x= … nu f x  дифференцируема ( )1m+  раз в 

окрестности точки  ( )0 0 0
0 1 2, , , nP x x x… , то для всякой точки  ( )1 2, , ,P x x x… , 

принадлежаще ,  имее ормула Тейлора: 
n

й этой окрестности т место ф

( ( )) ( ) ( ) ( )2
0 0

1
!

m
m0 0

1 1
1! 2!

f P f P df P d+ +

где  н. 

f P d f P R
m

= + + +… ,  (15) 

m  – остаточный чле

В форме Лагранжа 
( ) ( )11

1 !
m

mR d
m

+=
+

�

R

f P

)

, где   – некоторая точка той же 

окрес

P�

тности. 
В форме Пеано  ( m

mR ο ρ=  – бесконечно малая более высокого порядка, чем 

( ) ( ) ( )2 2 20 0 0
1 1 2 2 ... n nx x x x x x− + − + + −

х пер  

 

( ),z f x y= : 

ρ =

Для функции дву еменных

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

1, , , ,
1!

1 , 2 , ,
2!

1 , , ,
!

x y o

xx xy yy

m

m

f x y f x y f x y x x f x y y y

f x y x x f x y x x y y f x y y y

x x y y f x y R x y
m x y

′ ′= + − + − +

′′ ′′ ′′+ − + − − + −

⎛ ⎞∂ ∂
+ + − + − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
…

+   (16) 

где  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0 0 0 1 0 0 2
1, , 0

m

mR x y x x y y f x x x y y y
m x y

θ θ
+

⎛ ⎞∂ ∂
= − + − + − + −⎟+ ∂ ⎠1 !⎜ ∂⎝

, 

10 1θ< < ,  20 1θ< <  или  ( )mR
mο ρ= ,  )( ) (2 2

0x x− +

жи

0y yρ = − . 

Пример 28. Разло ть функцию  ( ),
x
yf x y e=  по формуле Тейлора в 

окрестности точки  ( )0 0;1P  до членов второго порядка включительно. 
Решение: 

Находим частные производные функции  ( ),
x
yf x y e=  до второго порядка 

включит льно: е
1x

yf
e

x y
∂

= ⋅
∂

  2

x
yf x
e

y y
⎛ ⎞∂

= ⋅ −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
 

2

2 2
1x

yf
e

x y
∂

= ⋅
∂

 

2 2

2 4
2x x

y y
3

f x x
e e

y y
∂

= ⋅ + ⋅
∂ y

 
2

3 2
1x x

y yf x
e e

x y y y
⎛ ⎞ ⎛∂

= ⋅ − + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠
 



В точке  ( )0 0;1P  имеем:  ( )0 1f P = ,  ( )0 1f
P

x
∂

=
∂

,  ( )0 0f
P

y
∂

=
∂

,  ( )
2

02 1f
P

x
∂

=
∂

, 

( )0 0= , 
2

2
f
P

y
∂
∂
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( )0 1P
x y

= −
∂ ∂

. 

Подставляя полученные результаты в формулу Тейлора (16) для 

2 f∂

( ),z f x y= ,  2m = , получаем ответ: 

( ) ( )2
2

1, 1 1
2

x
yf x y e x x x y R= = + + − − + , где  ( )( )22

2 1R x yο= + −  (в форме Пеано). 



 
ТЕМА 3. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ. 

Определение. Касательной плоскостью к поверхности в точке  0M  
называется плоскость, содержащая все касательные к кривым, принадлежащим 
поверхности и проходящим через точку  0M . 

Нормаль к поверхности – это прямая, перпендикулярная касательной 
плоскости и проходящей через точку касания  0M . 

Уравнение любой плоскости, проходящей через заданную точку  : 0M

( ) ( ) ( )0 0A x x B y y C z z− + − = , 
де  A, B, C – к , перпендикулярного к плоскости, 

0 0

г динаты вектора N
− + (17) 

оор
  ( )0 0 0 0, ,M x y z

}
 – точка касания, 

   – нормальный вектор. { , ,N A B C=
G

рисун

Уравнения любой прямой, проходящей через точку  : 
ок 7 

0M
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0 0 0

m n p
= = , 

где m

(18) x x y y z z− − −

, n, p – координаты направляющего вектора  { }, ,l m n p=
G

. 
Для нормали в качестве направляющего вектора можно взять вектор 

{ }, ,B C l=
G
. 

Если уравнение поверхности имеет вид 

N A=
G

( ), , 0F x y z = , то нормальный 
вектор к ней в точке  : 0M

( ) ( ) ( ){ }0 0, ,x y zN F M F M F M′ ′ ′=
G

0 , (или  1N kN=
JG JG

)  (19) 



т.е.  ( )0xF M′= ,  (A )0yB F M′= ,  ( )0zC F M′= . 

Если уравнение поверхности имеет вид  ( ),z f x y= , то 

( ) ( ){ }0 0xN f M′= −
G

 (это уравнение можно переписать в виде , , 1yf M′ ( ), 0f x y z− =  и 

положить  ( ) ( ), ,y ,z f x y z= − ). 
. Составить уравнения плоскост ль ых к поверхности 

x y

F x

Пример 29 ей, касате н
2x +2
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2 2y z+ =3 21 и параллельных плоскости  4 6 8z+ + =
Решение: 
Касательная плоскость им т уравнение вида (17): 

. 

е
A x −

е
( ) ( ) ( )0 0 0 0x B y y C z z+ − + − = . 

Т.к. она параллельна плоскости  4 6 8x y z+ + = , то её нормальный тор 
{ }, ,N A B C=

G
 коллинеарен нормальному вектору этой плоскости 

 век
{ }1 1,4,6N =

G
. 

Необходимо найти точку касания  ( )0 0 0 0, ,M x y z . 
Координаты этой точки фигурируют при отыскании нормального вектора 

 к  рх ости (см. )). Р нение поверхности в виде 
( ), ,F x y z = , г

N
G

пове н  (19 ассмотрим урав
де0   ( ) 2 2 2, , 2x y z x y z= + + . Вычислим частные производные 

функции 

3 21F −

( ), ,F x y z  в точке касания  : 0M

( )

( )

( )0 0 0
0

, ,
66

o

z
M x y z

F zz ′ =⎩

Из условия коллинеарности векторов N

{ }
0 0 0

0 0 0

, , 0

0 0 0 0, ,

2 2
4 4 2 ,4 ,6

o

o

x M x y z x

y yM x y z

z

F x F x

F y F y N x y z

F

′ = ′ =⎧
⎪ ⎪′ ′= ⇒ = ⇒ =⎨ ⎨
⎪ ⎪

′ =⎪⎩

G
⎧
⎪

 

G
 и  1N
G
 следует пропорциональность 

их координат. Т.е. мы имеем два уравнения с тремя неизвестными: 
0 0 02 4 6
1 4 6
x y z

⇒ = = . 

Третье уравнение получим, если учтём, что точка M  должна 
принадлежать поверхности, а, следовательно, её координаты обращают 
уравнение поверхности в тождество:  x

1N&N
G G

0

2 2 2
0 0 02 3 21z+ y + = . 

Для нахождения неизвестных  0x ,  0y ,  0z  решаем систему: 

0

2 1
2

2 2
22 21

x
x y z

z x y
x

⎧ = = ±⎧
= =⎧ ⎪⎪ ⎪

( )0 0 2
0

2 3 21
1 8 1

y z
zx

0 0
0 0 0

0 0 02 2 2
0

y x

⇔ = ⇔ = ±⎨ ⎨ ⎨
+⎪⎩ + = ⎪ ⎪

 
= ±=+ + ⎩⎩

Нашли две точки касания  ( )1 1,2,2M  и  ( )2 1, 2, 2M − − − . Составим искомые 

уравнения касательных плоскостей с нормальным вектором  { } , 
дин  т чек н 7). 

1 1,4,6N =
G

подставляя коор о  (1
Ответ:  в точке 

аты  и вектора в урав ение
( )1 1,2,2M :  ) ( ) ( )1 4 2 6 2 0x y z− + − + − = , (
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  в точке  ( )2 1, 2, 2M ( )2 0z: ( ) ( )1 4 2 6x y− − − + + + +

е для самопр

0
+

+ = . 
Пример 30. (задани оверки) Составить уравнение той 

нормали к поверхности  , которая перпендикулярна плоскости 
x

2 23 6x y z− + =
2 0z+ =y . 
Решение: 
Т.к. нормаль – это прямая, то её уравнение будем составлять в 

каноническом виде (18), а именно,  0 0 0

m n p
x x y y z z− − −

= = . 

Ответьте последовательно на следующие вопросы: 
1.Что известно из условия задачи: координаты точки  ( )0 0 0 0, ,M x y z  или 

координаты направляющего вектора  { }, ,l m n p=
G

? 
Ответ на этот вопрос: т.к. нормаль перпендикулярна плоскости 
2 0x y z+ + = , её направляющим вектором является нормальный вектор этой 

плоскости  { }1,1,2l N= =
G G

. 
Необходимо найти точку  , принадлежащую поверхности, через которую 

прохо
0M

дит искомая нормаль. 
2. Что известно про эту точку? 
Ответ на этот вопрос: координаты точки   связаны с вектором 0M N

G
 

формулой (19). 
( )0 0 0, ,x y z  (см. (19)). 3. Составьте систему для нахождения координат 

Сравните п

2
0 0

2 6 3x y

x

= − =⎧
⎨ −⎩

4. Решит

олученный результат со следующим: 

0 0
2

03 6 0y z+ =
. 

е эту систему и сравните полученный результат со следующим: 

0
3 1 1, ,

2 4
− − ⎟

⎠
. 

5. Составьт  нормали. 
2

M ⎛ ⎞
⎜
⎝

е уравнение искомой

Ответ: 

3 1
2 2

1 1 2

x y z− + +
= =

1
4 . 
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ЧИ Д

тави я ка

 

ЗАДА ЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ К ТЕМЕ 3. 
1. Сос ть уравнени сательной плоскости и нормали к поверхности 

2 2z x y= +  в точке  ( )1,2,5M . 
2. внения касательной плоскости и нормали к поверхности  Составить ура

) . 
0

2 2 2 9 0x y z+ + − =  в точке  (2,M

3. Найти точку поверхности 

2,1
2 23 6x y z− + = , в которой нормаль параллельна 

вектору  { }1, 3, 3N = − −
G

. 
4. Со внение той касательной плоскости к по

x , которая перпендикулярна прямой 

ставить ура верхности 

4 2 6−2
4 5

1 4 3
x y z 6− − +

= =
−

. 2 2y z+ =

Ответ
0
0

ы: 
1. 2 4  

 
5x y z+ − − =

2. 2 2 9x y z+ + − =
13.  1,1,
3

M ⎜
⎝

. 

⎛ ⎞
⎟
⎠
 

4 в точке  ( )1 2,2,3M :  4
  в точке 

3 3x y z− + − =  0

( )2 2, 2, 3M − − − :   4 3 3x y z− + + =0
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Я П

 
ТЕМА 4. ПРОИЗВОД  НАПРАВЛЕНИЮ. ГРАДИЕНТ. 

Рассмотрим функцию 

НА О

( ), ,x y z=u f , дифференцируемую в некоторой 

области  3D∈\ . В точке  ( )1 1 1 1, ,P x y z D∈  дадим приращение переменным  xΔ ,  yΔ , 

zΔ  так, чтобы точка  ( )1 1 1, ,P . Пусть вектор  , его 

длина

x x y y z z D+ Δ +Δ +Δ ∈ 1P P l= Δ
JJJG JJG

  1P P l= Δ
JJJG

,  l lΔ
GG

& . 
JJ

Определение. Производной функции  ( ), ,u f x y z=  в точке  ( )1 1 1 1, ,P x y z  по 

направлению вектора  l
G
 называется предел отношения приращения функции, 

соответствующего приращению  lΔ , к самому  lΔ  при условии его стремления к 
нулю. 

( ) ( ) ( )
1

1 1

lim
P P
PP l

lPP→ Δ
↑↑

= =
JJJG G

JJJG . 

Если функция  (

1
1 0

lim
l

f P f Pu u
P

l →

−
Δ

∂ Δ
∂

), ,u f x y z=  дифференцируема в точках некоторой области, 
то в этих точках производная по направлению вычисляется по следующей 
формуле: 

cos cos cos
l x y z
u u u uα β γ= + +
∂ ∂ ∂ ∂

  (20) 

где α, углы,  з ые вектором 

∂ ∂ ∂ ∂

обра β, γ –  уем l
G
 с соответствующими осями координат. 

Если  { }, ,x y zll l l= , то 
G

cos x

l
= G , lα cos y

l
β = G , 

l
cos zl

Направляющие ко и
l

γ = G  

нусы вектора 

(21) 

l
G
 удовлетворяют равенству: с

2 2 2cos cos 1β γ+ + =   (22)
Для функции двух переменных 

cos α  
( ),z f x y=  производная по направлению: 

cos sinz z z
l yx

α α∂ ∂ ∂
+

∂
=

∂ ∂

т. к. 

,  (23) 

2
πα β+ =  и cos sinβ α=  

ции в 
данно

Производная по направлению в точке есть скорость изменения функ
м направлении. 
Определение. Градиентом функции  ( ), ,u f x y z=  называется вектор, 

координатами которого являются соответствующие частные производные 
данной функции. 



grad , ,U U U u u u
U i j k

x y z x y z
⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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=
∂ ∂ ∂

Для 

+ + = ⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭

JJJJJJG GG G
  (24) 

( ),z f x y= : 

grad ,z z
z

x y
⎧ ⎫∂ ∂

= ⎨∂⎩
(25) 

Если  {

⎬∂ ⎭

JJJJJJG
 

}cos ,cos ,cosl α β γ=
G

 – единичный вектор заданного направления, то 

из формулы (20) следует, что производная по направлени  – равна 

скаля му произведению векторо

ю  l
G

рно в gradU
JJJJJJG

 и  l
G
,т.е  ( )grad ,U l

U
l

∂
=
JJJJJJG G

G . 
∂

Но ( )grad , grad cosU l U l ϕ= ⋅
G G

. Тогда 
JJJJJJG JJJJJJG

grad cosU
U

l
ϕ∂

=
∂

JJJJJJG
G , т. к.  1l =

G
. 

Здесь φ – угол между вектором  градиента в данной точке и единичным 
вектором  l

G
. 

Рисунок 8. 

Отсю дуют основные свойства градиента функции: 
1. Вектор  radU

JJJJJG
 в данной точке указывает направление наибольшего роста 

функции U в этой точке. При этом наибольшее значение производной по 
н авлению в то е M: 

да с

апр чк

ле
g
J

2 2 2

max grad
grad M

M M

U
x y zU

= = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
U U U U∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
JJJJJJG

очку. 
y xyz= + −

∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠
JJJJJJG  

2. Градиент функции трёх (двух) переменных  в точке М ортогонален к 
поверхности (лин  эту т

(26) 

ии) уровня, проходящей через
Пример 31. Найти производную функции y  в точке   2 3u x

( )1;M −1; 2−  по направлению от неё к точке  ( )4;3;10N . 
Решение: 
Пр зводна ункци  в числяется по формуле (20): ои я ф и u ы

cos cos cosu u
x y z

u u
l

α β γ∂ ∂
+ +
∂ ∂

. 

Н

∂ ∂
=

∂ ∂
айдём частные производные функции в точке М. 

2 4
M

M

u
xy yz

x
∂

= − = −
∂

  2 23 6
M

M

u
x y xz

y
∂

= + − =
∂

  1
M

M

u
xy

z
∂

= − =
∂
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а с  в орВ к че тве ект а направления возьмём  { }3,4,12l MN= =
G JJJG

, 
2 2 24 3 12 13+ + =  MN =

JJJG

Тогда направляющие косинусы  3cos
13

α = ,  4cos
13

β = ,  12cosγ =

Подс е ичины в формулу и получаем: 

 (см.(21)). 
13

тавляем найденные в л

( ) 3 4 12 244
1 13

= − ⋅ ⋅6 1
3 13 13

u
M

l
∂

+ ⋅ + =
∂
G . 

( ) 24
13

u . Ответ:  M
l

=
∂
G∂

Замечание: Т.к.  ( ) 0u
M

l
∂

>
∂
G , то функция в данном направлении возрастает. 

 

Пример 32. Найти наибольшее значение производной по направлению 
для ф  в точке ункции U xyz= ( )1;2;3M . 

Решение: 
Известно, что направление наибольшего возрастания функции указывает 

в ор градиента: ект

grad
M

M MM

i j k
x y z

= + +
∂ ∂ ∂
U U U

U
∂ ∂ ∂GJJJJJJ GG G

 (см. (24)) 

Вычислим значения частных производных  в точке M: 

6
M

yz= =   2
M

M

U
xy

z
∂

= =
∂

 
M

U
x

∂
∂

3
M

M

U
xz

y
∂

= =
∂

 

Подставив их в формулу для градиента, получим:  

grad 6 3 2
M

i j k= + +U
JJJJJJG GG G

 

Из (2 ледует, что: 6) с
22 2

max grad
M

M

U
l x y z⎜ ⎟ ⎜ ⎟
U U U U⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
⎝ ⎠

JJJJJJG

Подставляя найденные значения производных, получаем: 

max 36 9 4 7.
Ml
= + + =

∂
 

ие дост гается в направлении 

U∂

чен и grad 6 3 2 .
M

l U i j= = + +Это зна k
JJJJJJGG GG G

 

Ответ: max 7.  

Пример 33. Найти gradz
JJJJJJG

 в то
M

U
l∂

чке

∂
=

  ( )1,2M  и линию уровня, проходящую 

через эту точку, для функции  2z x y2= + . Убедиться в их ортогональности. 
Решение: 



а) По определению, 
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grad ;z
x y
z z⎧ ⎫∂ ∂

= ⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭
 (см. (25)) 

В дные функции z в точке М. 

JJJJJJG

ычислим частные произво

2 2
M

x = ; 
M

z
x
∂

=
∂

2
M

M

y
y

4z∂
= =

∂
. 

Отсюда следует, что  { }grad 2;4
M

z = . 

б) Для отыскания линии уровня положим 

JJJJJJG

z C= . Тогда  . Это 
уравн

2 2x y C+ =
ения окружностей. 

ин овня, проходящей через точку Для л ии ур ( )1,2M , выполняется условие 
2 2 1 4M Mx y C C+ = ⇒ + = . То есть ей соответствует значение  5C = . Отсюда следует, 

что ур вняавнение искомой линии уро 2 5y  2x + = .

Убедимся в том, что в точке 

 

( )1,2M  вектор gradz
JJJJJJG

 ортогонален к найденной 

линии уровня, то есть он перпендикулярен касательной к окружности  2 2 5x y+ =  
в точке М. 

Тангенс угла φ наклона каса окружности в точке М: тельной к 

( )( ) ( )
2 1tg
2

x xϕ
′

= = −
2y M

y M
f M y

′ = − = −
′

 (см. (14)) 

Угол наклона gr

f M

adz
JJJJJJG

 к положительному направлению оси O  обозначим ψ: X

4tg 2
2

ψ = = . Т.к.  1tg tg 2 1
2

ϕ ψ⋅ = − ⋅ = − , то из формулы  ( ) tg tgtg
1 tg tg

ψ ϕψ ϕ
ψ ϕ
−

− =
+ ⋅

 

 следует, что
2
πψ ϕ− = ,  о

Ответ: 

что и тре валось доказать. б

{ }grad 2;4
M

z =
JJJJJJG

,  . 2 2 5x y+ =



 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ К

1. Найти направление наибыстрейшего роста функции 
 ТЕМЕ 4. 

xz ye=  в точке  ( )4;  
ункции влени

3P

и вычислить скорость роста ф  в этом напра и. 
2. Найти производную функции  2 2z x y= −  в точке  ( )5;3D  в направлении, 

образующем угол 
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6
π  с положительным на  о

3. Найти угол между градиентами функций 

правлением си OX. 

2 2u x y= +  и  3
4
y

v x xy+  в 

( )3;4 . 

= − +

точке M

4. В точке  ( )2; 1;3M −  найти производную функции  2 2 2u x y z= − +  по 

направлению от этой точки к точке  ( )0;1;2N . Выяснить, в каком 
направлении в этой точке достигается наибольшая скорость изменения 
функции и чему она равна.  

 
Ответы: 

1. 
2

23grad ,
4P ⎩ ⎭
e

e , l z
⎧ ⎫

= = ⎨ ⎬
JJJJJJGG 25grad

4P P

e
V =z=

JJJJJJG
 (см. (25) и (26)). 

2. 5 3 3
8D

z
l

∂ −  (см. (23)). =
∂

3. { }3 4grad ,
5 5

u =
JJJJJJG

,  { }grad 0,1v =
JJJJJJG

,  4arccos
5

ϕ =  (см. (25)). 

4. 10
3M

u
l

∂
= −

∂
,  { }grad 4,2,6Ml u= =

JJJJJJGG
, max 2 14

M

u
l

∂
=

∂
 (см. (20), (24), (26)). 
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КЦ

 
ТЕМА 5. ЭКСТ ОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. РЕМУМ ФУН ИИ НЕСК

Определение: Точка  ( )0 0 0 0
1 2, ,..., n

nx x x x= ∈\  называется точкой локального 

максимума (или минимума) функции нескольких переменных  ( )y f= , если 
существует такая её проколотая окрестность, что для всех точек x, 
принадлежащих этой окрестности, выполняется неравенство  (

x

) ( )0f x f x<  (или 

( ) ( )0f x f x> ). 

Общее название точек локального максимума и минимума – точки 
локального экстремума функции. 
Определение. З ется 
локальным экс

начение функции в точке локального экстремума называ
тремумом функции. 

Теорема: (Необх ие экстремума ФНП). Если функция одимое услов ( )y f x=  

непрерывна в точке  ( )0 0 0 0
1 2, ,..., nx x x x= , имеет в ней конечные частные 

производные по всем переменным, и точка   является точкой локального 

экстремума этой функции, то 

0x

( )0 0
i

f
x

x
∂

=
∂

,  1,i n= . 

Следствие. Если точка  0x  является точкой локального экстремума 
дифференцируемой в ней функции, то  ( )0 0df x = . 

Определение: Точка, в которой все частные производные функции 
( )y f= x  обращаются в нуль, называется стационарной точкой. 
Стационар  может и 

не быть ею. 
ная точка может быть точкой локального экстремума, а

Теорема: (Достаточное условие экстремума ФНП). Если функция  ( )y f x=  
непрерывна вместе с частными производными до второго порядка 
включительно в окрестности стационарной точки  ( )0 0 0 0

1 2, ,..., nx x x x=  и 

дифференциал второго порядка  2d f  в этой точке знакоопределён, то эта точка 
0x  является точкой локального экстремума, причём, если  ( )2 0 0d f x > , то  x  – 

точка локального минимума, а если 

0

( )2 0 0d f x < , то   – точка локального 

макси

0x

мума. 
Замечание. Второй дифференциал ФНП 

( )
2

2
1 2 1 2

1 2

dx dx
x x

+ + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
…  есть квадратичная форма , , , n n

n

d f x x x dx f
x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
=

∂
…

( )1 2, , , nF dx dx dx…  с матрицей Гессе (1): 



2 2 2

2
1 1 2 1

2 2 2

2
2 1 2 2

2 2 2

f

n

n

f f
x x x x x
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1 2
n

n n n

f f f
x x x x x

f f f

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟

= ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂

"

…

… … … …
H

x x x x x⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
…

Тогда из критерия Сильвестра следует, что если все главные миноры  i

. 

Δ , 

1,i n=  матрицы  ( )0xH  положительны, то в точке  0x   2 0d f > , и она является 

точкой м нимума, если же главные миноры чередуют знаки, начиная с минуса, 
то d и 

и
точ2 0f < ,  является точкой максимума. ка  0x  

Если  ( )2 0 0d f x = , то необх

В частности, рассмотрим 

одимы дополнительные исследования. 

план исследования на экстремум функции 

( ), y . 
1. Используя необходимые условия экстремума, найдём стационарные 

точки жен экстремум. Для этого решим систему. 

z f x=

, где возмо
( )
( )

( ),
0 i i i

y

M x y
y

⇒
=⎩

 

2. Вычислим частные производные второго порядка в каждой из 
найденных

, 0

,
x y

f x

′ =

′⎪

 стационарных точек

(27) 
f x⎧⎪

⎨

  ( ),i i iM x y  и составим выражение для  ( )2
id z M . 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 22i i i i iM dx M dxdy M dy B dx
x x y y

= + + =
∂ ∂ ∂ ∂

Исследуем полученную квадратичную форму 

2 2 2
2 2 22i i

f f f
z M Adx dy C dy

∂ ∂ ∂
+ +  d

( ),F dx dy  на 
знакоопределённость. 

М
⎞
⎟
⎠

атрица Гессе   имеет главные миноры i i

i i

A B

B C
⎛

= ⎜
⎝

H 1 iAΔ =  и 

2
2 et i i iAC B= −H  

Для знакоопределённости 

d

( )2
id z M  требуется, чтобы  . 

ует, что: 

2

Δ =

2 i i i

Отсюда след
  а) если  2 0i i iAC BΔ − > , то в точке   достигается экстремум, причём 

0AC BΔ = − >

2 iM
при 

=

1 i 0AΔ = < , а при  0 – максимум 1 iAΔ = >  – минимум функции; 
  б) если Δ , то M  не является точкой экстремума; 
  в) есл

2
2 0i iAC i

и  2 0i i iACΔ = − = , необходимы дополнительные исследования. 
3. Если точка  iM  оказалась точкой локального экстремума, то вычисляем 

экстремум функции в ней 

iB=
B

− <
2

(28) 

( )iz f M= . 



4. Исследовать на экстремум функцию  ( )2 21 2z x y= − + . Пример 3

Решение: 
(См. план исследования) 

1. Находим точки, где возможен экстремум. Используем необходимые условия 
экстремума (27). 

( ) ( ) (
( )

) 101212, xxxyxx ⎧⎧−= ( )0,1
0044, 0M

yyyyxf y

⇒
⎩
⎨ =

⇒
⎩
⎨ =

⇒
⎩
⎨ =′ . 
2. Функция может достигать экстремума только в одной точке. Для выяснения 
вопроса о наличии экстремума в ней применяем достаточное условие (28). 

f ==−⎧ ′

( )
( )
( )1,0 4yyf C

⎪′′ = = ⎪⎭

, экстремум есть, 2

1,0 2

1,0 0 8 0
xx

yyf B AC B

⎫′′ = =
⎪′′ = = ⇒Δ = − = >⎬

f A
⎪

2 0A = > ⇒  точка   

вляется точкой локального минимума функции, в которой 

0M
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я ( )min 1,0 0z . 
 

=

( )2 2 2, 2xx y yyf x y f dx dxdy f dyЗамечание: т.к.  xd f′′ ′′ ′′= + + , в точке  0M  получаем 

( )2 2 21,0 2 4 0d f dx dy= + >  для любых dx и dy, одновременно не равных нулю, что 
гаран  наличие минимума в точке  . 

(
тирует
Ответ:  )min 1,0 0z = . 

0M

 
5. Исследовать на экстремум функцию  ( )2 21 2z x y= − − . Пример 3

Решение: 
Аналогично предыдущему примеру см. пла с ( н и следования). 

1. 
( ) ( )
( )

( ) ( )0

, 2 1 2 1 0
1,0

0
xf x y x x x

M
y

′⎧ = − ⎧ − = ⎧⎪ ⇒ ⇒⎨ =⎩

xx

yy

yy

f B AC B

f C

⎫′′ = =
⎪′′ = = ⇒Δ = − = − < ⇒⎬

′′

=

сли

1=
, 4 4 0yf x y y y

⇒⎨ ⎨′ = − =⎪ ⎩⎩
 – стационарная точка, где 

возможен экстремум (см. (27)). 
f A

⎪
2.   экстремума нет (см. (28)). 

( )
( )
( )

2

1,0 2

1,0 0 8 0

1,0 4 ⎪= − = ⎪⎭
Замечание:  ( )2 2 21,0 2 4d f d dy− . Это выражение меняет знак в 

зависимости от выбора dx  и d . Например, е
x

y   0dx ≠ , а 
=

0dy = , то 
( )2 21,0 2 0d f dx= > , а если  , а  0dy0dx ≠ , то  ( )2 21 0d f y,0 4d= − < . Отсюда следует, 

что экстремум в точке  0(1,0)M  отсутствует, т. к.  (  знаконеопределённый. 2 1,0d f

кс ремум функцию 
. 

Пример 36. Исследовать на э т
2 4 2 12u x xy x y z= − + + −

)

2 2 34 y z+ +
Решение: 

4
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7)). 
1. Найдём стационарные точки, используя необходимое условие экстремума 
(см.(2

1

2 2
2 , 23 12 4 0zu z z⎪ ⎪′

3 28 2 4 4 2 0 , ,2
5 5

8 2 2 4 1 0
3 2,
5 5

x

y

u x y x y M

u y x y x

M

⎡ ⎛ ⎞′ = − + − + =⎧ − −⎜ ⎟⎢⎪ ⎪ ⎝ ⎠⎢′ = − + ⇒ − + = ⇒⎨ ⎨
⎢ ⎛ ⎞

⎧

− −⎜⎢
⎝⎣

−= − − = ⎟⎩ ⎩ ⎠
1. Составим матрицы Гессе 

 – стационарные точки. 

( )1MH ,  ( )2MH  и исследуем на 

знако  в каждой точке. определён ость
−

2
M

−⎛
⎜= −⎜
⎜
⎝

H 8 0Δ = >

н

 

  2d u
8 2
8 0
6 0

xx xy

yy xz

zz yz

u u

u u

u z u

′′ ′′= =
′′ ′′= =
′′ ′′= =

( )1
8 2 0
2 8 0
0 0 1

1 2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,  ,  60 0Δ = > ,  3 720 0Δ = > ⇒  

( )2
1 0d u M > ⇒  точка  – т1M   очка минимума. 

( )2
8 2 0
2 8 0
0 0 12

M

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

H ,  , 1 8 0Δ = > 2 60 0Δ = > ,  3 720 0Δ = − < ⇒  

( )2
2d u M 2Mзнаконеопределён ֜ точка   не является точкой экстремума. 

Ответ:  min
3 2 88, ,2
5 5 5

u ⎛ ⎞− − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Д

 

ЗА АЧ  ДЛЯ САМОСТОЯ

следовать на экстре ум функции: 
И

Ис м
ТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ К ТЕМЕ 5. 

2 6z y x y x y= − − + ;а)   
б)  ; 

. 

3 24 6z y x xy= − + + +2

: 

в) 
 
веты

(

3 26 3 9z x xy y x= + + −

От
а)  )m 12z = ; ax 4,4

2
9 3,
2 2

б) в  ( )1 0,0M  экстремума нет, в  ⎛ ⎞M −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  min
19
4

z = − ; 

в) в  ( )1 1,1M −  экстремума нет, в  ( )2 3, 3M −   min 27z = − . 



 

ТЕМА 6. УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМ

Рассмот

УМ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ. 

рим следующую задачу. 
Задача. Требуется найти максимум или минимум функции  ( ),z

достигнутый при условии, что её аргументы связаны уравнением 

f x y= , 

( ), 0x yϕ =  
(уравнение связи). 

Если функции  ( ),z f x y=  соответствует некоторая поверхность, то в этой 
задаче требуется найти точки, которые, во‐первых, принадлежат линии 
пересечения поверхности  ( ),x y  и цилиндра, параллельного оси OZ, 

уравнение которого  (
z f=

), 0x yϕ = , и, в которых, во‐вторых, функция  ( ),z f x y=  
прини . рисмает экстремальные значения. (см . 14) 

Замечание. Построим на плоскости XOY линии уровня функции  ( ),z f x y=  

и кривую l, соответствующую уравнению  ( ), 0x yϕ = . Если точка  0M  – искомая 
точка, то линия уровня, проходящая через неё, и кривая l имеют в этой точке 
общую касательную и находятся в некоторой окрестности точки   по разные 
сторо

0M

ны от неё (рис. 15). 
План решения зада

у
чи. 
ция Лагранжа»: 

(
Составляется «ф нк
) ( ) ( ), , ,F x y f x y x yλϕ= + , где λ – некоторый множитель, и решается задача о 

нахождении обычного экстремума этой функции. 
1. Точки, где возможен экстремум, находятся из необходимых условий 

экстремума, к которым надо присоединить уравнение связи: 
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( ) 0

( )0 , ,

,

i i i i

F
x
F

M x y
y

x y

0

ϕ

∂

⎪⎪∂⎨ = ⇒
⎪∂
⎪

⎧ =⎪∂

λ

=⎪⎩
2. Для выяснения наличия или отсутствия экстремума в найденных точках 

ы 

  (29) 

необходимо воспользоваться достаточным признаком экстремума. Возможн
следующие варианты. 
а) Можно, как в задаче о безусловном экстремуме, составить дискриминант 

2AC BΔ = − , где  ( )xx iA F M′′= ,  ( )xy iB F M′′= ,  ( )yy iC F M′′= . Затем сделать 

со етст уюотв в щие выводы: 
0 минимум

если 0 условный экстремумвточке есть
0 максимум

если 0 требуются дополнительныеисследования

i

A
M

A

⎧ > −⎧
Δ > ⇒ ⇒⎪ ⎨ < −⎨ ⎩

⎪ Δ ≤ −⎩

  (30) 
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об) Можн  поступить иначе, а именно, составить определитель третьего порядка 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

если 0, точка условного минимума
если 0, точка условного максимума
если 0, вопрос остаётся открытым

i

D⎪ =⎩
в) Наконец, можно вопрос о наличии условного экстремума решить, рассмотрев 
вт и  агранжа в точке  iM , т. е. 

( )2 2 2, 2xxd F x y F dx′′= + , учтя при этом, что dx и dy связаны между 

собой уравнением  xdx

x i y i

x i xx i xy i

y i xy i yy i

i

M M

D M F M F M

M F M F M

D M

D M

ϕ
ϕ

′ ′
′ ′′ ′′= − ⇒
′ ′′ ′′

> −⎧
⎪⇒ < −⎨

орой дифференциал функци Л

F dxdy F dy′′ ′′+

ydy

ϕ ϕ

  (31) 

xy yy

0ϕ ϕ′+ =  ′ (вычислен дифференциал левой и правой 

части уравнения связи  ( ),x y 0ϕ = ), где dx и dy не обращаются одновременно в 
ноль. Тогда  

( )
( ) ( ) 0

0 вопрос открытi dy L
= ⎪ = −⎩

мер 37. Найти условные экстремумы функции   при условии 

2 2
приусловии

0 точка условногоминимума
0 точка условногомаксимума

x i y

i
M dx M

L

d F M Ldy L
ϕ ϕ′ ′+

> −⎧
⎪= ⇒ < −⎨

При

  (32) 

2z x y= +
2 2 5x y+ = . 

Геометрически это выглядит следующим образом. Наклонная плоскость 
пересекается круговым цилиндром. В пересечении получается наклонный 
эллипс, на котором имеются точки условного экстремума (рис. 9). 

Решение: 
(См. план решения задачи) 



Рисунок 9. 

1. Составляем функцию Лагранжа  ( ) ( )2 2, 2F x y x y x yλ 5= + + + . Находим 

точки, где возможен условный экстремум этой функции, решая 
соответствующую систему (см. 29).

−
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2 2

2 1
4

1
21 2 0

1 2 12 2 0
2 2

5

x

y

x
x

F x
y y

F y
x y

λλ
λ

λ
λ λ

+ =⎧ ⎪′ = +⎧ ⎪ ⎪⇒ + = ⇒ = −⎨ ⎨ ⎨′ = +⎩ ⎪ ⎪+ =⎩ ⎪λ =⎪⎩

⎧ = −⎪

⇒ 1
1
2

λ ,  ( )1 1; 2M − − ,  2
1
2

λ = − ,  ( )2 1;2M . =

2. для выяснения вопроса о наличии экстремума в точках M  и   
используем достаточное условие условного экстремума (см. 30). 

1 2M

2

2
0 4
2

xx

xy

yy

F A

F B

F C

λ
λ

λ

⎫′′ = =
⎪

′′ = = ⇒Δ = > ⇒⎬
⎪′′ = = ⎭

0  в обеих точках имеется условный экстремум. 

( )1 12 1 0A M M1λ= = > ⇒  – точка условного минимума, 

( )2A M 2 22 1 0 Mλ= = − < ⇒  – точка условного максимума. 

яем зн ч ния  нкциВычисл уа е ф и  ( ),z f x y=  в точках экстремума. 

(Ответ:  )1; 2 5− − = − , minz ( )max 1;2 5z = . 
Пример 38. Найти условные экстремумы функции   при условии z xy=
1. x y+ =
Решение: 
(См. план решения задачи) 



1. Составляем функцию Лагранжа  ( ) ( ), 1F x y xy x yλ= + + −  
Находим точки, где возможен условный экстремум, решая соответствующую 
систему (29). 
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02 2 2
1 2 1

x
x y

0
1 1 10 , ; ;x

y

y x
F y

x y M
F

λ λ
λ

λ λ λ
+ = = −

′ = + ⎪ ⎪ ⎛ ⎞⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −⎨ ⎨ ⎨′ =⎩

0F B

F

⎫′′ = =
⎪

′′ = = ⇒Δ = − < ⇒⎬
′′ =

л

λ
λ

⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎪ ⎪+ = = −⎩ ⎩
2. Для выяснения вопроса о наличии в точке   условного экстремума 

используем достаточные условия (30). 
F A

 
⎧ ⎧

⎧

0M

0
1 1
0

xx

xy

yy C⎪= ⎭
оспо зуемся условием (31). Для этого составим соответствующий 

определитель третьего порядка D и вычислим его. 
1x

вопрос о наличии экстремума остается открытым. 

В ь

,  1yϕ′ =  

0

0 1 1
1 0 1 2 0

ϕ′ =

1 0 0

Ответ: 

D M= − = − < ⇒  – точка условного максимума. 

max
1 1 1;
2 2 4

z ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Мо о б  воспользоваться условием (32). 

. 

 
Замечание: жно был ы
Вычислим   в точке 2d F 0

(
M : 

)2 2 2
0 0 2 0 2F dx dxdy dy dxdy= + + = , 

dx и dy связаны между собой уравнением, которое получается из уравнения 
св м образом: 

d M

язи следующи  1x y+ =   ( ) 1 0d x y d dx dy dx dy+ = ⇒ , и тогда + = ⇒ = −

( )2 2
0 02 0 M⇒  – точка максимума. 

9. Определить размеры цилиндрического закрытого резервуара 
с данн

M dy= − <

ти y

d F

Пример 3
ой площадью поверхности S, имеющего максимальный объём. 
Решение: 
Пусть x – радиус основания, y – высота резервуара. Тогда объём его 
2z x yπ= . Полная площадь поверхнос   22 2S x xπ π= + . Требуется найти 

условный экстремум функции, если 2 xπ 2 0xy Sπ − = . 2 +

1. Составляем функцию Лагранжа  ( ) ( )( )2 2, 2F x y x y x xy Sπ λ π= + + − . 

Используя необходимые условия получаем систему для нахождения точек 
( ),x y , где возможен условный экстремум (см. (29)). 



 

)

2

2 0 2 0
2 2 2

2 0 2 0x

y

xy x y xy x y
F xy x y

x x x x
F

S

λ λ λ λ
π λ π

λ λ

⎧+ + =( )
( )
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(
2

22
2 2 2

x x
x xy S x x y

π λ π
π π π

+ + =⎧′⎧ = + ⋅ + ⎪⎪⎪ ⇒ + ⋅ = ⇔ + ⋅ =⎨ ⎨ ⎨
′ =⎪⎩ =

) 2

2 2
4 0 4 , 0

244 2

x x

y y

Sy

λ
λ λ λ λ

πλ

⎧ = −
⎪ ⎪⋅ + = ⇒ = − <⎨ ⎨
⎪ ⎪ =− − = ⎩⎩

+ ⋅ ⎪ ⎪+ = +⎩ ⎩
, т.к. радиус резервуара не может быть равен нулю. 
λ = −⎧

 

0x ≠

 ( )
(x Sπ λ +

0λ ≠ , иначе  . 0x =

24
Sλ
π

= − ; 
6

x
S
π

= ;  0 ;
3 6 3

y M
2 2S S S
π π π

= ⇒ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

2. Вычислив производные второго порядка функции Лагранжа в 
полученной точке, используем достаточное условие существования экстремума 
(30). 
F y

⎛ ⎞

0

xx

xy

yy

A

F x B AC B

F

π πλ πλ
π πλ πλ π λ

⎫′′ = + = −⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟′′ = + ⇒ = − ⇒Δ = − = − < ⇒⎬ ⎜ ⎟

′′ =

Составим выражение   в точке   и использу

2 2 2

2 4 4
2 2 2 4 0

0C⎪ ⎜ ⎟=⎝ ⎠⎭
ем условие (32): 

 вопрос открыт. 

2d F 0M

) ( )(2 2d F M

dx и dy из уравнения связи: 

2
0 4 4 4dx dxdy dx dxdyπλ πλ πλ= − − = − + . 

Найдём связь между 

( ) ( )2xy d x y⎛ ⎞⇒ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 0
2
S

d x dx xdy
π

+ = + =  

 получаем: 0M 8 2 0 4dx dy dy dxλ λ− − = ⇒ =− . В точке 

И тогда  ( ) ( )2 2 2 2
0 4 4 12M dx dx dxπλ πλ= − − =  

012 0L M

d F

πλ= < ⇒  – точка условного максимума. При найденных x и y резервуар 
имеет максимальный объем. 

Ответ: радиус основания резервуара 
6
S

x
π

= , высота  2
3
S

y
π

= . 

Замечание: Функция Лагранжа п яет найти условный экстремум 
функции  (

озвол
),z f x y=  при условии  ( ), 0x yϕ =  только при выполнении 

определённых условий, а именно частные производные  xϕ′  и  yϕ′  не должны 

одновременно обращаться в нуль в стационарной точке, т. е.  (grad Mϕ )0 ≠0
G

Прим айти условный экстремум функции 

JJJJJJJJJJJJ
. 

ер 40. Н ( )2 21z x y= + +  при 

услов . ии  3 2x y=
Решение: 
Составим функцию Лагранжа и найдём её стационарные точки (см. (29)). 
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F x y x y x y x x

F x x y

x y

λ λ
λ λ

λ

⎫= + + + − ⎧ + + =⎪ ⎪′ ⎬= + + ⇒ − = ⇒⎨
⎪ ⎪ =⎩

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 3 2 2

2

3 2

, 1 2 1 3 0
2 1 3 2 1 0
2 2

x

yF y y′ = −
 система не имеет 

⎭
решений. 

Однако из геометрических соображений ясно, что точка условного 
экстремума есть. Это  ( )0 0,0M , в которой  min 1z = . Она принадлежит линии 

пересечения l параболоида  ( )2 2y1z x= + +  с цилиндром  . 3 2x y=

Рисунок 10 



Рисунок 

Если построить линии уровня заданной функции 
11 

( )2 21x y C+ + = , 
соответствующие условию  z C= , и кривую  , соответствующую уравнению 
связи  3 2x y= , то в окрестн и 

  1l
о чксти то ( )0 0,0M  точки  1l  расположены с одной 

стороны окружности ( )2 21 1x y+ + = , которая соответствует  1z = . Из всех 
значений функции z, которые она принимает в точках кривой  , минимальным 
будет  .Вычислим частные производные функции  (

1l
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( )0 1z M = ) 3 2,x y x y= −ϕ . 

ϕ′ = y2x ,  y3x 2ϕ′ = −

В точке  ( )0 0,0M  они обращаются в нуль. 

. 

( )0grad Mϕ =0
JJJJJJJJJJJJG

. Поэтому, 
используя функцию Лагранжа, задачу решить не удалось. 
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ЗАДАЧИ 
Найти точки услов а

2z x y= +  при у

 

ДЛЯ САМОСТОЯТ О

ного экстрему
ловии 

ЕЛЬНОГ  РЕШЕНИЯ К ТЕМЕ 6
м  следующих функций: 

. 

1.  2 2 2y x+ − − с4 8 2 8y x= ; 
2.  ловии . z xyпри ус

От

2 2 6x y+ ==
веты: 

min
1 52,
2 4

z ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 1. 

2.  ( ) ( )min min1,1 1, 1 1z z− = − = − ,  ( ) ( )max max1,1 1, 1 1z z= − − = . 



 

ТЕМА 7. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ  ( ),z f x y=
 В ЗАМКНУТОЙ 

ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ. 

Одно из свойств непрерывной функции заключается в том, что в 
замкнутой ограниченной области D множество числовых значений функции 
имеет точные верхнюю и нижнюю границы, причём обе они являются 
значе и значени
назыв  области D

ниями функции по крайней мере в одной точке области. Эт я 
аются наибольшим и наименьшим значениями функции в . 
Обозначим наибольшее и наименьшее значения функции  ( ),z f x=  в 

замкнутой области D соответственно через M и m. Эти значения могут 
достигаться функцией либо во внутренних точках области D (в точках 
экстремума), либо на границе области (и тогда они являются условными 
экстремумами функции). 

y

 
План решения задачи о нахождении наибольшего и наименьшего значений 
непрерывной функции  ( ),z f x y=  в замкнутой области D, граница которой 

имеет уравнение  ( ), 0x yϕ = . 

1. Находим стационарные точки (точки, где  z
x
∂
∂
 и  z

y
∂
∂
 обращаются в нуль), 

принадлежащие области D (см. (27)). 
2. Находим точки, где возможен условный экстремум функции  ( ),  при z f x y=

условии  ( ), 0x yϕ =  (см. (29)). 
3. Вычисляем значения функции в этих точках, а также в точках пересечения 

отдельных уча
знач

стков границы, если таковые имеются. Из полученных 
ений выбираем наибольшее и наименьшее. 

Пример 41. Определить наибольшее и наименьшее значение функции 
и  . 2z x y  в област=

т 27)): 

x

y

z xy xy x x

z

′ = = = =⎧ ⎧ ⎧
′ =⎪⎩

2 2 1x y+ ≤
Решение: 
(См. план решения задачи) 

1. Находим стационарные точки функции  , принадлежащие заданной 
облас и (см. (
⎧⎪
⎨

2z x y=

2 2 1 10 y yx x
⇒ ⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨∀ − ≤ ≤= ⎩ ⎩⎩

 
2 2 0 0 0
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Получили множество точек отрезка оси OY  [ ]1,1y∈ −  
2. На границе  2 2 1x y+ =  находим точки, где возможен условный экстремум, для 
чего составляем функцию  агранжа: Л

. ( ) ( )2 2 2, 1F x y x y x yλ= + + −
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Ищем её с е

⎨ ⎨′ = +⎪ ⎪⎩ + =

тационарны  точки (см. (29)). 
( )
2

2
2 2

0
2 2

2 0
2

1

x

y

y x
F xy x

x y
F x y

x y

λ
λ

λ
λ

⎧ + =
′ = +⎧ ⎪⎪ ⇒ + = ⇒

⎩

( )1 0;1M ,  ( )2 0; 1M − ,  3,4
2 1;
3 3

M
⎛ ⎞
±⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

5,6 ;
3 3

M ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3. В полученных шести точках и для точек отрезка 

2 1⎛ ⎞

0x = ,   вычисляем 
значени ункции

[ 1,1y∈ − ]
я ф . 

,  , ( )1 0z M = ( )2 0z M = ( )3,4
2
3 3

z ,  ( )M = 5,6
2
3 3

z M = − ,  ( )0 0z x = = . 

Выбира  из полученных результатов наименьшее и наибольшее значения 
функц

ем
ии z. 

Ответ: Наибольшее значение достигается в точках  , где 3,4M
2
3 3

z = , 

наименьшее знач 2ение – в точках  5,6M , где 
3 3

z = − . 

Пример 42. Определи ьш м ньшее значения функции ть наибол ее и наи е
( )2 21z x y= − +  в области  {: 2, 1,D x x y }1y≤ − ≥

1) Находим стационарные точки функции 

. ≥

( )2 21z x y= − + , принадлежащие 
облас
⎧
⎨

ти D (см. (27)). 

xz x x
z

′ = − − =⎧
′ =

( )1 1,02 2 0y

M
y y

⇒ ⇒⎨ =⎩⎩
 

2 2 2 2 0

Полученная точка не принадлежит области D. Из дальнейшего 
рассмотрения ее исключаем. 
2) Вдоль каждого участка границы исследуем функцию, находя стационарные 
точки соответствующей функции Лагранжа (см.(29)). 

Рисунок 12 
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оль граниа) вд цы { }1, 0 2y x= ≤ ≤   ( ) ( )2 2, 1F x y x y yλ= + + −  
( ) ( )

(2 1,2 0
M

y yλ λ
⇒ ⇒⎬ ⎨+ + =⎪ ⎩⎭

Замечание: Вдоль границы 

)
2 1 2 1 0

1 , 2
2

x

y

x
F

λ
′ ⎫= − − =⎪ = −
′ =

 
F x ⎧

{ }1, 0 2y x= ≤ ≤  можно перейти к исследованию 
функции одной переменной, подстав 1ив  y =  в выражение заданной функции z. 

А именно, получив функцию  ( )21z x 1= − + , найдем ее стационарные точки, 
прин е оадлежащи трезку ]  [0,2x∈  

[ ] (( ) )22 1 1 1xz x x′ = − ⇒ =  
б) вдоль границы {

0,2 1,M∈ ⇒

}2, 1 3x y= ≤ ≤  перейдем к функции одной переменной и 
найдем ее стационарные точки, принадлежащей рассматриваемой части 
границы 

2 1z y= + , 1 3y≤ ≤  
2 2 0yz y y′ = ⇒ = ⇒  принадлежит отрезку 1 30= еy  н y≤ ≤ . 

в) вдоль границы  1y x= +  
2 21 1x= − + + ,  [ ]0,2x∈  

п ерйдем к функции одной переменной 

z x

е
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 1 2 1 2 1 2 1 0 0 0,2xz x x x x x′ = − + + ⇒ − + + = ∈ ,  (⇒ = )3 0,1M  

3) Вычислим значения функции в точках  2M ,  3M , а также в точках  ( )4 2,1M  и 
( )5 2,3M , в  тор х пересекаются части границы обл ти  . ко ы ас D

( ) ( )2 1,1 1z M z= =    
( ) ( )3 0,1 2z M z= =  

( ) ( )2,14 2z M z= =

( ) ( )5 2,3 10z M z= =  
ченных значений выбираем на меньшее и наибольшее значения 

функц
Из полу и
ии z. 
Ответ:  ( )min 2 1z z M= = ,  ( )max 5 10z z M= =  
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аи н

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ К ТЕМЕ 7. 
йти наибольшее и н меньшее значение фу ции в заданной области  На   к

: 0 1, 0 1, 0 2D x x y≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ . 1.  , 
2

2

2
xy

z xy x y= − −

2.  ( )21y − , Dz = x y2 2: 4+ ≤

тве
. 

О ты: 

(1.  )min 1,2 2= − , z max ,
3 3

z =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2.   в точках отрезка 

1 2 2
27

⎛ ⎞  

min 0z = 3, 3x ⎡ ⎤∈ −⎣ ⎦ ,  1y = ,  ( )max 0, 2 9z − =  
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